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Einleitung

Mathematische Logik (logica mathematica) ist eine von Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) vorgeschlagene Bezeichnung der formalen, mathemati-
sierten Logik. Diese Form der Logik solite aus einer universellen Wissenschafts-
sprache (lingua sive characteristica universalis), einem Logik-Kalkiil
(calculus ratiocinator) und einem Entscheidungsverfahren (ars iudicandi)
bestehen. In einem Brief vom 8./18. Juli 1687 an Ph.J.Spener sprach Leibniz
von seinen Erwigungen,

.-..Omnes humanas ratiocinationes ad calculum aligvem characteristicum
gvalis in Algebra combinatoriave arte et numeris habetur, revocandi, gvo
non tantum certa arte inventio humana promoveri posset, sed et
controversiae multae tolli, certum ab incerto distingvi, et ipsi gradus
probalilitatum aestimari, dum disputantium alter alteri dicere posset:

calculemus.

»alle menschlichen SchluBifolgerongen miifiten auf irgendeine mit Zeichen
arbeitende Rechnungsart zuriickgefiihrt werden, wie es sie in der Algebra
und Kombinatorik und mit den Zahlen gibt, wodurch nicht nur mit einer
unzweifelhaften Kunst die menschliche Erfindungsgabe gefordert werden
konnte, sondern auch viele Streitigkeiten beendet werden konnten, das
Sichere vom Unsicheren unterschieden und selbst die Grade der Wahr-
scheinlichkeiten abgeschitzt werden konnten, da ja der eine der im Disput
Streitenden zum anderen sagen konnte: Laft uns doch nachrechnen! “

Leibniz will also die Umgangssprachen durch vollstdndig formalisierte Wissen-
schaftssprachen ersetzen, damit sich in ihnen das Argumentieren als egine Art
algebraischer Rechnung darstelien 1468t Leibniz machte zu diesem Projekt
umfangreiche Vorarbeiten; aber er konnte es nicht mehr realisieren und es blieb
ein schoner Traom.

Aber im 19. und 20. Jahrhundert zeigte es sich allmahlich, daB manche Teile des
Leibnizschen Programms realisierbar sind und andere Teile jedoch grundsitzlich
nicht realisiert werden konnen. Diese Einsichten beziehen sich nicht auf eine
universelle Wissenschaftssprache, sondern nur auf die Sprache der Mathematik.

Damit ist bereits angedeutet, daf} es in dieser Vorlesung

» um die Durchfiihrung des Leibnizschen Programms geben soll, soweit es sich
iiberhaupt durchfiihren 140t,

» und um die Grenzen der Durchfithrbarkeit. p

Die Form der Logik, die wir in dieser Vorlesung entwickeln wollen, trigt also
das Adjektiv »mathematisch« aus drei Griinden:

erstens handelt sie pur vom logischen Schliefen, so wie es iﬁ der
Mathematik auftritt, und



zweitens werden die Formalismen des logischen SchlieBens selber mit
mathematischen Methoden untersucht, und

drittens beziehen sich die betrachteten Aussagen nicht auf die sinmlich
erfahrbare Umwelt, sondern auf strukturierte Mengen.

Das bedeutet, daB wir (1.) nur die extensionale, klassische zweiwertige Logik
entwickeln werden und (2.) eine Formelsprache aufbauen werden, so daB sich
die logischen Operationen in der Grammatik (1) dieser Formelsprache darstellen
lassen. Das bedeutet (3.), daB wir keine Erkenntnistheorie betreiben miissen.

Ein kurzer Blick auf die Geschichte der Logik

Die ‘Mathematische Logik’ ist ein Teilgebiet des sehr viel umfassenderen
Gebietes der ‘Logik’. Diese allgemeine Wissenschaft der Logik entstand in der
Antike im Umfeld der Rhetorik und der Philosophie. Thr Begriinder ist
Aristoteles (384-322 v.u.Z.). Seine Ergebnisse hatte er in den Biichern

Topik (Tomwke),

De Interpretatione (Tlepi éppmveiog)

Kategorien (Kotmyopion),

Sophistische Widerlegungen (Tlepti copiotikdv A&y mv)

und den beiden Analytiken ( "Avodvtuct npdtepa, "Avedvtixd Votep)

dargestellt. Spiter wurden sie unter dem Titel ‘Organon’ zusammengefaBt. In
der ‘Ersten Analytik’ stellt Aristoteles ein vollstindiges System syllogistischer
Schliisse auf. Er gibt 24 SchluBweisen an, beweist ihre logische Allgemein-
giiltigkeit und zeigt, dafl es keine weiteren logisch allgemeingiiligen SchluB-
weisen der gleichen #uBeren Form gibt. Es handelt sich hier um eine friihe
Meisterleistung auf dem Gebiet der Symbolischen Logik. Wir werden in §21 fiir
die Syllogistik eine moderne Darstellung in einem mehrsortigen Logik-Kalkiil
geben (der einsortige Prédikatenkalkiil erlaubt keine addquate Darstellung).

In der “Zweiten Analytik’ erarbeitet Aristoteles den allgemeinen Begriff einer
‘deduktiven Theorie’. Zu den Pramissen (d&pyot) einer Theorie gehren neben
den speziellen Grundsitzen der jeweiligen Theorie (néimlich den Hypothesen,
Postulaten und Definitionen) auch die logisch-allgemeingiiltigen Aussagen.
Aristoteles nennt sie ,,Axiome* (&&udpato) oder auch ,,allgemeine Meinungen*
(xowod H6Eon) und gibt als Beispiel die Axiome der Gleichheit:

»wenn a=bund b=c, dann auch a=c“ (76a41)

an. Aussagen, die ,logisch gewif3“ sind, nannte Aristoteles ,, analytisch“
(&voivtikog). Erst die Stoiker haben die heute iibliche Bezeichnung ,Logik*
(Aoywkd) eingefiihrtl).

1) cf. Cicero, Tusc. Disp. IV (14) 33



Logik (Aoywa) ist das, was den Logos (A0yog), d.h. das Sprechen, den
Ausdruck der Gedanken, die Rede, angeht. Das Wort Aoyég ist vom Verb
Afyew (zusammenlegen, durch Worte darlegen) abgeleitet. Epistéme logiké
(émioTApn Aoyikn) ist die Wissenschaft, die vom Adyog handelt. Unser Wort
~Logik® ist eine Kurzform dieser Bezeichnung. Daraus ergibt sich, daB die
Logik vom Argumentieren handelt, namlich wann eine Argumentation, d.h. eine
Kette von vorgebrachten Argumenten, {iberzeugend ist. Logik ist das, was das
Argumenticren grundsitzlich angeht, ynabhéingig vom jeweiligen Inhalt. Die
giiltig sind.

In der Zeit nach Arnstoteles wurde die Logik zunéchst in der Megarischen
Schule [Diodoros Kronos {ca. 350 - 300 v.u.Z.), dessen Schiiler Philon von
Athen, et al.] und den Stoikern [Chrysippos von Soloi (ca. 281-208 v.u.Z.) et
al.] weiterentwickelt, die zur Aristotelischen Syllogistik insbesondere eine
Junktoren-Logik hinzugefiigt hatten.

In der ausgehenden Antike sind Apuleius (125 bis ca. 175), Galen (129-199) und
Boethius (ca. 480-524) die wichtigsten Logiker.

Zu einer erneuten Bliite kam die Logik erst wieder im Mittelalter. Die wich-
tigsten Logiker dieser Zeit sind Petrus Hispanus (ca. 1205-1277), Raimundus
Liullus (ca.1235-1315), Walter Burliius (Burleigh, 1275-1343), Wilhelm von
Ockham (ca. 1300-1350), Albert von Sachsen (ca.1316-1390) und Paulus
Venetus (1370- 1429).

In der Neuzeit ist zu allererst Leibniz zu nennen, der aber zur Logik nichts
publiziert hatte, wohl aber in einem engen Briefkontakt mit vielen Mathema-
tikern und Philosophen Buropas stand und so seine Ideen verbreitete. Seine
Notizen zur Logik wurden erst posthum vertffentlicht, z.B. von L. Couturat?).
Einige Manuskripte hatte bereits R.E.Raspe 1765 aus dem Nachlaf Leibnizens
publiziert.

Die beriihmtesien Werke zur Logik aus dem 17. Jabrhundert sind:

Joachim Jungius (1587-1657): Logica Hamburgiensis aus dem Jahre1638 -
eine deutsche Ubersetzung (von R.Meyer) erschien 1957in Hamburg;

Antoine Arpauld - Pierre Nicole: La logique ou I'art de penser. Amster-
dam 1664. Dieses Buch wird auch ,,Logique de Port Royal“ genannt?).

Fiir das 18.Jahrhundert sind Christian Wolff (1679-1754), Johann Heinrich
Lambert (1728-1777) mit seinem ,, Neuen Organon in zwei Béanden, Leipzig

1) L.Couturat: Opuscules et Fragments inédits de Leibniz (Paris 1903,
Nachdruck bei G.Olms in Hildesheim 1961)

2) eine deutsche Ubersetzung erschien 1972 bei der Wissenschaftlichen
Buchgesellschaft Darmstadt.



1764, Immanuel Kant (1724 - 1804) und auch der Tiibinger Phillipp Gottfried
Ploucquet (1716- 1790) zu nennen.

Im 19. Jahrhundert beginnt eine stiirmische Entwicklung. Es sind viele Namen
zu nennen, die auch fiir sehr unterschiedliche Richtungen stehen. Johann
Friedrich Herbart (1776-1741) Bernard Bolzano (1781 - 1848), Augustus de
Morgan (1806-1871), John Stuart Mill (1806-1873), Rudolf Hermann Lotze
(1817-1881), der Tiibinger Christoph Sigwart (1830-1904), Ernst Schroder
{1841-1902) et al. Die herausragenden Namen sind hier jedoch George Boole
(1815-1864), Charles Sanders Peirce (1839-1914), Gottlob Frege (1848-1925)
und Guiseppe Peano (1858-1932).

Fiir das 20. Jahrhundert wollen wir nur einige wenige Namen herausgreifen:

David Hilbert (1862-1943), Bertrand Russell (1872-1970), Jan Lukasiewicz
(1878-1956), Thoralf Skolem (1887-1963), Paul Bernays (1888-1977), Alfred
Tarski (1902-1983), Kurt Gadel (1906-1978), Gerhard Gentzen (1909 - 1945)
und Kurt Schiitte (1909-1998).

—_ —

Aus dieser Ubersicht wird deutlich, daB in fritheren Zeiten die Logik fast aus-
schlieBlich von Philosophen gepflegt wurde und daB erst vom 19. Jahrhundert an
auch Mathematiker sich um die Weiterentwicklung der Logik bemiiht haben.
Gab es dafiir Griinde?

Die Mathematiker begannen schon bald nach 1800 sich mit Logik zu beschif-
tigen, um den Make] loszuwerden, daB ihre Theoreme ,, synthetische Urteile a
priori” wiren. Das hatte Immanuel Kant (1724-1804) in seiner ,Kritik der
reinen Vernunft* (1781) behauptet, nachdem er sehr griindlich die Beweise in
der Arithmetik und in der Geometrie von Euklid an bis auf seine Zeit studiert
hatte. In der Tat waren die Grundlagen der Mathematik bis dahin noch nie
sorgfiltig ansgearbeitet worden, so dafl Kant mit seiner Diagnose vollkommen
im Recht war. R

Der bshmisch-Osterreichische Theologe, Mathematiker und Logiker Bernard
Bolzano war wohl der Erste, der die Denkakte, die nétig sind, um eine mathe-
matische Aussage als ,,wahr” zu erkennen, analysierte und dazu in seiner 4-
béndigen ,, Wissenschaftslehre , 1837, die ersten konkreten AnstdBe fiir die Ent-
wicklung einer mathematischen Logik und einer mathematischen Mengenlehre”
gab. Aber erst 50 Jahre spéter war die Logik soweit ausgearbeitet, dal Gottlob
Frege den Nachweis fiihren konnte, daf} die Sitze der Arithmetik ,,analytische
Urteile® (in der Terminologie Kants) sind. Danach haben Guiseppe Peano,
Bertrand Russell und vor allem David Hilbert (in Zusammenarbeit mit Paul
Bernays, Wilhelm Ackermann, Gerhard Gentzen) den ProzeB des Beweisens in
der Mathematik so weit durchleuchtet, daf} alles Verifizieren in der Mathematik
- im Prinzip - ausgehend von gewissen Voraussetzungen (Axiomen, Defi-
nitionen und schon bewiesenen Sitzen) als ein Herleiten im Logik-Kalkiil
dargestellt werden kann. Das war eine tiefliegende Erkenntnis von iiberragender
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Bedeutung: in der Mathematik kann folglich a/le Erkenntnisgewinnung - im
Prinzip - durch rationales Argumentieren erzielt werden; auf andere
Erkenntnisprozesse (wie z.B. die intellektuelle Anschauung) mufl nicht
zuriickgegriffen werden.

—_—

Wir mdchten in dieser Vorlesung iiber ,,Mathematische Logik® die zwei
Gebiete, Mathematik und Logik, zusammen fiihren. Auch heute noch st6Bt man
bei diesem Unternehmen auf viele Vorbehalte: die Mathematiker wollen nichts
von der Logik wissen und die Logiker wollen die Methoden der Mathematik
nicht verwenden. Vor etwa 150 Jahren war es nicht anders. Augustus De
Morgan (1806-1871) schrieb 1868 (in einer Rezension eines Geometrie-Buches
im zweiten Band der Zeitschrift ,,Athenaeum®, pp. 71-73):

» Wir wissen, daf} sich die Mathematiker genauso wenig um Logik kiimmern,
wie sich die Logiker um Mathematik kiimmern. Die beiden Augen der exakten
Wissenschaften sind aber Mathematik und Logik. Die Mathematiker sind
blind auf dem logischen Auge und die Logiker sind blind auf dem
mathematischen Auge. Beide glauben, mit einem Auge besser sehen zu
kiinnen als mit zwei Augen.

—_— ek ke —
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KapiTEL I:

Junktoren-Logik

Einzelne Aussagen @, I,... konnen durch Junktoren (wie z.B. ‘und’,
‘oder’,...) zu neuen Aussagen verkniipft werden, beispielsweise: @ und ‘P,
etc. und derartige Verkniipfungen konnen wiederum mit anderen Aussagen
verkniipft werden, beispielsweise: Wenn (@ und W), dann (¥ oder I'), etc.
Wir wollen in diesem Kapitel herausfinden, in welcher Weise die Wahr-
heitswerte der Verkiipfungen von den Wahrheitswerten der einzelnen
Aussagen abhingen.

Das Wort ‘Junktor’ spielt an das lateinische Verb jungere (verbinden,
verkniipfen) an. Ein Junktor ist ein Operator, der einzelne Aussagen zu
einer neuen Aussage verbindet.

Die Junktoren-Logik wird auch Aussagenlogik genannt. Sie beginnt in
der Megarischen Schule (Diodoros Kronos, Philon von Athen, et al.) im
ausgehenden dritten Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung und wird schon
bald danach von den Stoikern (Chrysippos von Soloi (ca. 281-208 v.u.Z.)
et al.) weiterentwickelt. Eine Diskussion des damals Erreichten findet man
bei Diogenes Laértius (im 7.Buch seines Werkes liber die ,, Leben und
Meinungen beriihmter Philosophen ) und bei Sextus Empiricus (Adversus
mathematicos, sowie Pyrrhoniae hypotyposeis).

Wir legen unserer Darstellung der Junktoren-Logik den Wahrheitsb’egriff
zugrunde. Auf die Pilatus-Frage ,,Was ist Wabhrheit?* werden wir aller-
dings nicht eingehen. Ausgehend vom Wahrheitsbegriff, der also nicht
analysiert wird, geben wir (in §1) zunéchst eine Ubersicht iiber alle
(extensionalen) Junktoren und priifen (in §3), welche Junktoren sich mit
anderen Junktoren ausdriicken lassen. Wir werden beweisen, daB man
beispielsweise mit den beiden Junktoren ,,nicht” und ,impliziert sémtliche
Junktoren (beliebiger Stellenzahl) ausdriicken kann. In §4 behandeln wir
Tautologien, d.h. ,logisch wahre Formeln“ und stellen in §5 theoretische
Uberlegungen iiber den Folgerungs-Begriff an. In §6 stellen wir dem
Folgerungs-Begriff den Begriff der Herleitung (Deduktion) zur Seite und
zeigen in §7, daB beide Begriffe gleichwertig sind.



§1. Die Wahrheitstafeln
der Junktoren

Es geht uns in diesem ersten Abschnitt um Probleme der folgenden Art:

Es seien @, ®,,..., @, irgendwelche Aussagen und A(®, @y...., D)
irgendeine Verkniipfung dieser Aussagen zu einer neuen Aussage.

Frage: Wenn man die Aussagen @, ®@,,..., @, alle bejaht, muf man dann
auch A(®y, D,,..., P} bejahen?

Mit anderen Worten: wenn man die Aussagen @, ®,,..., ®, als ,,wahr”
anerkennt, mufl man dann auch A(®,, ®,,..., @) als ,,wahr* anerkennen?

Es geht dabei um die Frage, ob wir A(®y, ®,,..., @) aus logischen Griinden als
»wahr* anerkennen miissen. Die Zustimmung zu A(®,®,,...,®,) soll also nicht
vom Inhalt, der in den einzelnen Aussagen @4, @,,..., @, zum Ausdruck kommt,

abhingen, sondern nur von der #duBeren Form der Verkniipfung. - Und wenn
einige der vorgegebenen Aussagen @4, ©,,..., @, falsch sind, kann man dann

immer noch A(®1, ®3...., @) zustimmen, oder mul man A(®, ®,,..., Py)
ablehnen?

Wir miissen also davon ausgehen, da} jede einzelne Aussage ®; entweder

,wahr oder ,falsch“ sein kann. Daher legen wir unseren Untersuchungen
immer die folgende allgemeine Hypothese zu Grunde, daff jede vorkommende
Aussage entweder ,wahr“ oder ,falsch” ist. Da wir spéter mit diesen Wahr-
heitswerten ,,rechnen“ wollen, ist es bequem, die folgende Verabredung zu
treffen:

1 steht fiir ,,ist wahr®, und

0 steht fiir ,,ist falsch®.

Bereits Aristoteles hatte empfohlen, dem Aufbau der Logik (aligemeiner: dem
Aufbau einer jeden deduktiven Theorie) die Hypothese zugrunde zu legen, daf
alle betrachteten Aussagen entweder ,wahr* oder ,falsch“ seien (vergl.
Aristoteles, Zweite Analytik 1,71al14, und De Interpretatione IV, 17a5, sowie
Metaphysik, Buch IV(I'), Abschnitt VII, 1011b23). Deshalb nennt man
Aussagen, die entweder wahr oder falsch sind, aristotelische Aussagen. Die
Logik, die wir im Folgenden aufbauen werden, setzt also explizit voraus, daB
alle betrachteten Aussagen aristotelisch sind. Auf Wissenschaften, in denen man
nicht voraussetzen kann, dal jede vorkommende Aussage aristotelisch sei, kann
man die hier entwickelte Logik demmnach nicht anwenden. Ob man in der
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Mathematik davon ausgehen darf, da alle dort vorkommenden Aussagen
aristotelisch seien, ist ein altes Problem, das seit mindestens hundert Jahren
kontrovers diskutiert wird. In der klassischen Mathematik geht man jedoch von
einer positiven Antwort aus.

Definition. Mit val(®) bezeichnen wir den Wahrheitswert der Aussage . Es
ist also stets entweder val(®)=0 oder val(®)=1. Dabei steht val fiir das
lateinische valentia (=der Wert, die Stirke), oder das Franzdsiche valeur, oder
das Englische value.

Definition. Sei n eine natiirliche Zahl. Eine Operation J, die n Aussagen @,
®,,..., ®, zu ciner neuen Aussage J(@, Py,..., ) verbindet, wird n-stelliger
Junktor genannt. Wir nennen 9y,..., &, die Komponenten von J(®y,..., ®p).

Wir werden nur solche n-stelligen Junktoren J betrachten, fiir die J(®q,..., D)
aristotelisch ist, sofern die Komponenten ®;, ®,,..., ®, alle aristotelisch sind.

Die eingangs gefiihrte Diskussion legt es nahe, nur extensionale Junktoren
zuzulassen.

Definition. Ein n-stelliger Junktor J heifit extensional, wenn der Wahrheits-
wert von J(® 4, @,,..., @) nur von den Wahrheitswerten der Komponenten @4,

®,...., @, abhiingt.

Sind die Junktoren ‘wund’, ‘oder’, ‘impliziert’, ‘nicht’, etc., die die Umgangs-
sprache hat, extensional? Wir diskutieren einige Beispiele,

Die Negation ‘nicht’: Wenn man die extensionale Auffassung zugrunde
legt, dann ist die Negation einer wahren Aussage eine falsche Aussage und die
Negation einer falschen Aussage eine wahre Aussage. Mit anderen ‘“Worten’:
val(nicht ®)=1—val(®P). Dann wiire eine zweifach negierte Aussage ebenso
wahr wie die Aussage selbst. In der Umgangssprache wird die doppelte
Negation gelegentlich aber etwas anders behandelt. Wenn man beispielsweise
sagt, dal jemand nicht upfreundlich ist, dann wird damit nicht gesagt, daB die
Person freundlich sei. Auch wenn man sagt, daB etwas nicht falsch sei, dann
meint man umgangssprachlich damit nicht immer, da es vollkommen richtig
sei.

In Dialekten besagt die zweifache Negation oft soviel wie die einfache
Negation, beispielsweise: '



,,weil ich noch niemal bei keiner Schldgerei gewesen®
J.Chr.Grimmelshausen: Simplicius Sitnplicissimus

,.Was zu einem Esel geboren ist, das wird sein Tag nicht kein Pferd*
Th.Storm: Carsten Kurator
Manchmal findet man auch dreifache Negationen, die soviel wie eine einfache
Negation besagen:

,Aber das seien so die verdammten Verbesserungen, die bei Lichte
besehen, nie keine nicht wiren® Theodor Fontane: Quitt.

Diese Diskussion macht uns deutlich, daB sowohl in Dialekten als auch in
kultivierten Umgangssprachen, die Negation manchmal ein wenig unsystema-
tisch gebraucht wird. Ein solcher unsystematischer Gebrauch kann aber nicht
zur Grundlage der Logik dienen. Wir werden uns daher wie folgt festlegen:

Definition. Die Verneinung einer Aussage ® wird mit nicht ® (oder anch
mit non- @) bezeichnet und so gebraucht, daB
val(nicht @)=1-val(®d)

gilt. Statt nicht @ schreiben wir auch symbolisch — ®@.

Das Zeichen — soll an das iibliche Zeichen fiir die Subtraktion (den ,,Minus*“-
Strich) erinnern [Die Negation wurde erstmals von J.A.von Segner (Specimen
logicae universaliter demonstrata, Jena 1740) mit einem Minus-Strich bezeich-
net]. Die Ergédnzung um den kleinen senkrechten Strich ist eine Anspielung an
die Notation von Gottlob Frege (,,Begriffsschrift”, 1879) und von Ernst
Schroder (,,Algebra der Logik*™, Band 1, Leipzig 1890, Seite 301). Es gilt also

val(—®) = 1 - val(®),

und daraus folgt, daB eine zweifach negierte Aussage den selben Wahrheitswert
hat, wie die Aussage selber (duplex negatio affirmat):

val( — = (I)) = val(@)

»Zum dftern pflegt ein doppelt Nein // Ein Ja ganz zierlich auszumachen,
Aus dem Gedicht ,,Jaund Nein* von Friedrich von Hagedorn (1708-1754).

Badinerie: Aus dem Gesetz val(—.—.(I))-z val(®) ergibt sich natiirlich auch:
val(— — —— @) = val(P). Das weib auch der Clown in Shakespeares Kommbdie
“Twelfth night, or What you will’, wenn er sagt:

~four negatives make you two affirmatives®,

Der Clown sagt dies mit einem leisen Spott und parodiert vermutlich Lukian,
der im ‘Traum des Mikyllos’ den Sophisten Thesmopolis verspottet, der ihm
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wihrend eines Gastmahls vordoziert, dafl aus zwei Verneinungen eine Bejahung
wiirde. Shakespeare’s Clown ist offenbar doppelt so schlau wie Lukians Sophist.

Die Konjunktion ‘und’: In der Umgangssprache ist der Gebrauch des
Wortes ‘und’ nicht einheitlich. Wenn man beispielsweise ‘dumm und schon’
sagt, so meint man damit, daf irgendeine Person beide Eigenschaften hat. In der
Redewendung ‘ménnlich und weiblich’ wird dagegen nicht ausgesagt, daB
irgendeine Person beide Eigenschaften zugleich hitte. Wir stellen fest, daf das
Wortchen ‘und’ manchmal im konjunktiven Sinne und manchmal aufzihlend im
adjunktiven Sinne gebraucht wird. Das Wortchen ‘und’ wird also in der
Umgangssprache nicht einheitlich verwendet. Wir werden uns daher festlegen
miissen und definieren:

Definition. Mit dem Wortchen ‘und’ bezeichnen wir die Konjunktion zweier
Aussagen. Wir symbolisieren die Konjunktion mit dem Zeichen A. Demnach ist
® AY zu lesen als ‘@ und ¥’. Wir gebrauchen die Konjunktion so, daf gilt:

val(® AY) = val(® )sval(¥).

Die Disjunktion ‘oder’: Umgangssprachlich wird das Wortchen ‘oder’
sowohl im ausschlieBenden Sinne als auch im nicht-ausschlieBenden Sinne
gebraucht. Wir miissen uns wieder festlegen und definieren:

Definition. Den Junktor ‘oder’ werden wir im nicht-ausschlieBenden Sinne
gebrauchen. Wir bezeichnen ihn als Disjunktion und symbolisieren ihn (in
Anspielung an das Lateinische ,,vel”) mit dem Zeichen v. Demnach ist ® v¥ zu
lesen als ‘@ oder \¥’. Die Disjunktion ist also wie folgt festgelegt:

val(® v¥) = Max{val(® ), val(¥)},

wobei mit Max{val(® ). val(¥)} die groBte der beiden Zahlen val(® ), val(‘¥)
bezeichnet wird (also das Maximum von { val(® ), val(¥")} ).

Die Implikation. Wenn man sagt, dafl eine Aussage ® eine andere Aussage
Y impliziert, dann meint man damit im allgemeinen, daP der in ¥
ausgedriickte Inhalt sich aus dem in @ ausgedriickten Inhalt ergibt, oder mit
anderen Worten, dafl ¥ aus ¢ heraus entwickelt werden kann. In einer
extensionalen Logik kann man aber nicht von diesem Verstindnis der
Implikation ausgehen. Wir miissen von einer wahrheitsfunktionalen Deutung
ausgehen. Es ist bemerkenswert, daB3 bereits in der Antike eine solche Deutung
von dem Megariker Philon von Athen vertreten wurde (vergl. Sextus Empiricus
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‘Gegen die Mathematiker’, Buch III,16-17). Wir folgen diesem Vorschlag und
definieren:

Definition. Die Implikation ‘wenn @, dann ¥’ ist nur dann falsch, wenn @
wahr und ¥ falsch ist. In allen anderen Fillen ist sie immer wahr. Statt ‘wenn
@, dann ¥’ werden wir kiirzer @ — W schreiben. Es ist damit:

val(® —» ¥ ) =Max{ 1 — val(® ) val(¥)} .

Wir nennen den so definierten Junktor ‘— ’ die Philonische Implikation.

Gibt es weitere Junktoren? Die Umgangssprache hat noch viele andere
Junktoren: ‘sowie’, ‘nebst’, ‘wihrend’, ‘folglich’, etc. Aber davon sind ‘sowie’
und ‘nebst’ nur stilistische Varianten von ‘und’. Wenn wir nach weiteren
Junktoren suchen, dann sollten wir kein Worterbuch durchsuchen, sondern
priifen, ob es neben den bereits diskutierten 0,1-wertigen Funktionen val(— @),
val(® AF), val(® v¥) und val{® — ¥ ) noch andere 0,1-wertige Funktionen
gibt, und ob diese Funktionen die wahrheitsfunktionalen Beschreibungen von
Junktoren sind,

Ubersicht iiber alle 1-stelligen (monadischen), und
2-stelligen (dyadischen) extensionalen Junktoren

Da extensionale Junktoren durch ihren Wertverlauf eindeutig bestimmt sind,
werden wir sie in der Form von Tabellen mitteilen. Im Falle eines n-stelligen
Junktors J ist die Tabelle wie folgt aufgebaut:

(I)l ) (DZ ‘ ane - ®1'1

J(®q, ©s,..., D)
val@)) | val(®y) oes val(®,) || val(J(@;, ®s,..., ®,))

In jeder Zeile unterhalb des waagerechten Striches steht eine mogliche Wahr-
heitswertverteilung der Komponenten @,..., @, und rechts daneben hinter dem

Doppelstrich der davon abhéngige Wahrheitswert von J(®y, @,,..., Pp).



Diese Tabellen-Schreibweise geht auf Ch.S. Peircet) 1902, Emil L. Postz) 1921
und Ludwig Wittgenstein3) 1918 zuriick.
Man kann einen Junktor J auch dadurch mitteilen, da man ein Polynom
f J(xl,...,xn) mit der Eigenschaft

val(J(@(, ®,,..., b)) = fJ(val(Ql),...,val((Dn))

angibt. Derartige Beschreibungen hat zuerst George Boole (1847) gegeben.

Die 1-stelligen Junktoren

Offenbar gibt es 22= 4 verschiedene geordnete Paare aus Nullen und Einsen.
Daber kann es auch nur 4 verschiedene extensionale einstellige Junktoren geben.
In der nachfolgenden Tabelle geben wir sie alle in lexikographischer Anordnung
an. Wir fragen uns, welche davon in der Umgangssprache vorkommen.

das Falsum Affirmation von @ —-® das Verum
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

i (D .
(1) Der JFunktor, der durch die erste Spalte ( 0) gegeben ist, kommt in den

Umgangssprachen nicht vor. Wenn man ihn auf eine Aussage anwendet, entsteht
immer eine falsche Aussage. Wir wollen ihn das falsum (das Falsche) nennen.

(4) Der Junktor, der in der vierten Spalte (hinter dem Doppelstrich) angegeben
ist, ist komplementir zur ersten Spalte und wird Verum (das Wahre) genannt.
Diesen Junktor bezeichnen wir mit einem geschwungenen Y° . Den dazu kom-
plementéren Junktor ,.falsum® werden wir daher mit (A; bezeichnen.

(2) Der Junktor, der in der zweiten Spalte (hinter dem Doppelstrich) aufgefiihrt
ist, konnte ,,die Bestiitigung” (oder Affirmation) genannt werden. Er ist in der
extensionalen Logik offenbar entbehrlich und deshalb fiihren wir auch kein
Zeichen fiir ihp ein.

1) Ch.S. Peirce: Collected Papers, Band IV: ,,Minute Logic“, p.213.

2} E.L. Post: Introduction to a general theory of elementary propositions
(American Journal of Math. 43(1921), pp.163-185.

3) L. WittgensteinTractatus Logico-Philosophicus (geschrieben 1918, Erstdruck
1921), Ziffer 4.31 und 5.101.



(3) In der dritten Spalte ist ein Junktor definiert, den wir bereits als Negation

kennen gelernt haben. Wir hatten fiir ihn das Zeichen — eingefiihrt (gelesen:
,nicht”, oder auch lateinisch: , non “). Es gilt

val(— ®) = 1 — val(d).

Die 2-stelligen Junktoren

Um uns dem iiblichen Sprachgebrauch anzuschlieBen, werden wir zweistellige
Junktoren J auch zwischen die beiden Komponenten schreiben, also auch
& JY¥ statt J(D,¥) schreiben.

Offenbar gibt es 24=16 verschiedene Quadrupel aus Nullen und Einsen. Daher
kann es auch nur 16 verschiedene extensionale zweistellige Junktoren geben. In
der nachfolgenden Tabelle geben wir sie alle in lexikographischer Anordnung
an. Wir fragen uns, welche davon in der Umgangssprache vorkommen,

O | VO [ DAY | O>Y | DoV | <V | 0¥ [O><F|DVY
ojo] o 0 0 0 0 0 0 0
of 14 o 0 0 0 1 1 1 1
1o o 0 1 1 0 0 1 1
1{1] o 1 0 1 0 1 0 1
O|¥Y|Ol¥Y | PV 0¥ |0V |[Ok-Y | DT | ®|F [0V¥|
0lol 1 1 | 1 1 1 1 1 1 |
ol1] o 0 0 0 1 1 1| 1
1{o] o 0 1 1 0 0 1 1
11 0 1 0 1 0 1 0 1

(1) Das Falsum hatten wir schon unter den 1-stelligen Junktoren kennengelernt.
Wir werden ihn wieder mit dem Zeichen A, symbolisieren. Fiir alle Aussagen
® und V¥ ist stets val(®d A, ¥)=0

(2) Den Junktor, der in der zweiten Spalte (hinter dem Doppelstrich) steht,
hatten wir schon als Konjunktion kennen gelernt und mit dem Zeichen A



(oder gelegentlich auch mit &, dem stilisierten ,.et*) bezeichnet. Es ist
val(®d AY) = val(D)-val(\F).

(3) Der Junktor in der dritten Spalte kann als ,, @ statt ¥ gelesen werden. Es
wird der erste Ausdruck behauptet und der zweite verworfen. Man nennt ihn
daher Postsektion (‘sectio’ ist im Lateinischen ,,das Wegschneiden® und “post-
sectio’ das ,Wegschneiden des Nachfolgenden®). Seine Wahrheitswert-"Tafel ist
,komplementir zur Wahrheitswert-Tafel der Implikation ,,—*, die sich in der
Spalte 14 findet. Wir bezeichnen ihn mit einem #hnlichen Symbol: >—. Es ist

val(® >W¥) = val(®)-val( - ¥).

(4) Der Junktor in der vierten Spalte kann als ,,von @ und ¥ jedenfalls &
gelesen werden. Wir bezeichnen ihn mit einem liegenden, nach links geneigten
P, also etwa o—. Es gilt dann val(® 0¥} =val(®). Daher nennt man diesen
Junktor auch Pripendenz. Das bedeutet ,,Abhingigkeit von der ersten
Aussage®. Das Wort ist gebildet aus der Priposition ‘prae’ (= voran), und dem

Verb ‘pendére’ (=hingen, von etwas abhéngen).

Wenn ein Gauner mit vorgehaltener Pistole ,,Geld oder Leben* fordert, dann
meint er eigentlich nicht die Disjunktion ,,oder, sondern schlichtweg die
Priapendenz. Er will in jedem Fall an das Geld seines Opfers kommen: entweder
das Opfer gibt es freiwillig heraus und rettet sein Leben, oder er erschieBt es und
nimmt sich danach das Geld.

(5) Der Junktor in der fiinften Spalte kann als ,,nicht @ sondern ¥ gelesen
werden und daher als Préisektion bezeichnet werden (in Zeichen: ®—~<Y¥). Im
Lateinischen wird er ,,non ... sed ...“ gelesen. Berithmt ist Senecas Ausspruch:
,Jhon vitae sed scholae discimus* (106. Brief an Lucilius). Das ist kein Druck-

fehler! So steht es bei Seneca. Es ist val(® —< W) = val(—® )-val( V).

(6) Der Junktor in der sechsten Spalte wird Postpendenz genannt und kann-mit
»von @ und ¥ jedenfalls '¥'* umschrieben werden. Wir verwenden fiir ihn das
Zeichen —o (ein liegendes, rechts geneigtes P). Es ist val(® —o¥) = val(¥).

(7) Der Junktor der siebten Spalte wird Kontravalenz oder Alternative genannt
und kann als , entweder @ oder ¥* gelesen werden. Seine Wahrheitswert-Tafel
ist komplementir zur Bi-Implikation ,,& “ aus Spalte 10 und daher
symbolisieren wir die Kontravalenz mit dem modifizierten Zeichen >—< .

val(® ><¥) =val(®)e (1 - val( ¥)) + val(F)e (1 —val( D)).

(8) Diesen Junktor der achten Spalte hatten wir schon als Disjunktion kennen
gelernt. Er wird ,, @ oder ¥“ gelesen, wobei das ,oder“ im nicht-
ausschlieBlichen Sinne gemeint ist.

val(®@ v ) = val(® ) + val(¥) — val(® )eval(¥).
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(9) Der Junktor in der neunten Spalte kann als ,,weder @ noch ¥* gelesen
werden und wird daher Verwerfung (oder Rejektion, englisch: joint denial}
genannt. Seine Bedeutung wurde erst von Charles Sanders Peirce 1902 (und
dann nocheinmal 1920 von Jean G.P.Nicod) erkannt. Wir werden darauf in §3
eingehen. Peirce hatte ihn mit dem kunstvollen Symbol J bezeichnet, das er
‘ampheck’ (in Anspielung an das griechische dugnkng=die zweiseitige,
zweischneidige Sichel) nannte (siehe Peirce, Collected,Papers Band IV, p.215-
216). Heute ist das typographisch dhnliche Zeichen  iiblich geworden. Man
nennt diesen Junktor daher auch den ‘Peirceschen Pfeil’ oder auch die
Nicodsche Funktion. Es ist

val(® L ¥) = val(— ®)eval(—~F ) = (1 —val(P)) « (1 — val( F)).

(10) Der Junktor in der 2ehnten Spalte kann ,, @ genau dann wenn V" gelesen
werden und wird daher Aquivalenz oder auch Bi-Implikation genannt. Wir
bezeichnen diesen Junktor wie iiblich mit einem Doppel-Pfeil <.

val(® «¥) =1-val(®) —val( V) +2eval(¥)eval(P) .

(11) Der Funktor in der elften Spalte kann mit ,,von @ und ¥ keinsfalls ¥“
umschrieben werden und wird daher Postnonpendenz genannt. Wir bezeichnen
diesen Junktor mit dem Symbol =3, in den das Negations-Zeichen (und ein
seitenverkehrtes , K*) eingearbeitet ist. Es ist val(®—3¥) = val(—¥).

(12) In dieser zwdlften Spalte steht die Replikation ,, @ falls ¥, also der zur
Implikation konverse Junktor. Wir verwenden fiir ihn den riickwiérts gerichteten
Pfeil <. Man kann die Replikation @ < ¥ auch wie folgt lesen: ,,ohne @ kein
¥, oder auch ,,® ist conditio sine qua non fiir das Bestehen von ¥,
Esist val{(®«Y¥)=val(¥ > ®).

(13) Der Junktor in der 13. Spalte kann mit ,,von @ und ¥ keinsfalls @ “
umschrieben werden und wird daher Prinonpendenz genannt. Wir bezeichnen
diesen Junktor mit dem Symbol k—, in das ein ,K“ (fiir ,keinesfalls“)
eingearbeitet ist. Es ist val( @ k—¥) = val(—®).

(14) In dieser 14. Spalte steht der Junktor, den wir schon als Implikation
kennen gelemt hatten und ,,aus @ folgt ¥* (oder ,,wenn @, dann ¥, oder auch
» @ impliziert ¥“) gelesen wird. Wir symbolisieren ihn wie iiblich durch den
nach rechts gerichteten Pfeil — . Es ist

val(® — ¥)=1-val(D) + val(D)sval(¥) ,
oder mit anderen ‘Worten’: _
val(® - ¥)=1 genaun dann wenn val(®)<val(¥).

Fir Aussagen @ mit val(® ) =0 ist also fiir jede beliebige Aussage ¥ stets
val(® —» ¥ )=1. In der Scholastik hatte man diesen Sachverhalt mit den
Worten ex falso quodlibet umschrieben. '
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(15) Der Junktor in der 15. Spalte hat in keiner europdischen Sprache einen
direkten Ausdruck. Man kann ihn nur umstandlich umschreiben, etwa wie folgt:
,von @ und 'V hichstens eine von beiden“. Er wird Exklusion (im Englischen
auch ‘alternative denial’) genannt. Seine Bedeutung wurde erst von Henry
Maurice Sheffer 1913 erkannt (A set of five independent postulates for Boolean
Algebras, with application to logical constants, Transact. Amer. Math. Soc.
Band 14 (1913), pp.481-488). Man nennt diesen Junktor daher anch ‘Sheffer-
Strich’. Uber ihn werden wir in §3 berichten. Es ist val(®|%¥) =1 - val(® A P).

(16) Das Verum hatten wir schon unter den 1-stelligen Junktoren kennen-
gelernt. Wir werden es wieder mit einem “Y™ symbolisieren. Fiir alle Aussagen
® und ¥ ist stets val{® V" ¥) =1.

Damit haben wir alle 16 Junktoren besprochen. Nur fiinf davon sind uns in der
Umgangssprache wohlvertraut (Konjunktion A, Disjunktion v, Alternative ><,
Imphkatlon — und Aquivalenz <»). Einige lassen sich immerhin noch ganz gut
in der Umgangssprache wiedergeben. Aber es ist héchst bemerkenswert, dafl wir
auch auf einige Junktoren gestoBen sind, die in den Umgangssprachen iiberhaupt
nicht prasent sind. Miissen wir uns mit all diesen Junktoren vertraut machen?
Miissen wir auch den Gebrauch der 3-stelligen Junktoren, der 4-stelligen
Junktoren etc. lernen? Dieser Frage werden wir uns in §3 widmen. Zur Vor-
bereitung dient uns der folgende §2.

Literatur

George Boole: The mathematical analysis of logic. Cambridge 1847.

Karl Déhmann: Die sprachliche Darstellung der Aussagen- logzschen Funtoren.
Logique et-Analyse 2¢ Année 1959, Heft.6-7, pp.68-98. e .

Jan Yukasiewicz: Zur Geschichte der Aussagenlogik. In: Erkenntnis, Band 5
(1935), pp.111-131.

Sextus Empiricus: Adversus Mathematicos (I1pdbg poBnuoanikots, in 6 Biichern)
und Adversus Dogmaticos (Ilpdg Soyuortikovg, in 5 Biichern. Die ersten beiden
Biicher sind der Logik gewidmet: Ipog Aoyikoic).
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Ubungsaufgaben zu §1

(1) Welcher Junktor ist gemeint, wenn man sagt:
(i) @ ist hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von ‘¥'?
(i) @ ist notwendige Bedingung fiir die Giltigkeit von ‘¥'?

(2) Thomas Mann schreibt in seiner Erzdhlung ,,Wilsungenblut” iiber ein
Gesprich am Mittagstisch: ,, Das Gesprdch ... zog dann Kreise um eine Frage
rein logischer Natur, die beildufig von Kunz aufgeworfen war: ob ndmlich,
wenn @ die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ‘¥ sei, auch ¥ die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir @ sein miissen.” Thomas Mann
schildert, wie man sich dariiber erhitzt hatte, bis der Hausherr sich anheischig
machte, das Ganze zu erklédren. ,, Er erlitt ein vollkommenes Fiasko. Die Kinder
lachten ihn aus. Sogar seine Frau wies thn zuriick, ... " etc.

- K6nnen Sie die aufgeworfene Frage kldren?
(3) Wieviele extensionale n-stellige Junktoren gibt es?

(4) Geben Sie fiir die folgenden dreistelligen Junktionen die passenden
Wahrheitswert-Tafeln an:
@ ,,(®und V) oder B,
(ii) ,wenn (® oder ¥) dann ¥*.
(iii) ,entweder @ oder ¥ oder ©* (d.h. genau eine der drei Aussagen
@, ¥, ©ist wahr) “. ' '

(5) (Nach J.E.Littlewood) Drei bértige Herren A,B,C sitzen beim gemeinsamen
Friihstiick. Bei allen dreien klebt sehr bald etwas Eigelb im Bart (sie konnen das
nicht bei sich selbst bemerken, wohl aber bei den Kollegen, die ihnen gegeniiber
sitzen). Auf einmal bemerkt C, daB seine Kollegen A und'B Eigelb im Bart
haben und muf spéttisch grinsen. A bemerkt, daf C grinst, und daf} C offenbar
wegen des Eigelbs grinst. Plétzlich denkt sich A: ,,Warum merkt B eigentlich
nicht, daB C ihn auslacht? - und da kommt ihm der Gedanke: ,,0 Gott, ich
selber muB licherlich aussehen!*

- Wie hat A argumentiert?

(Der Zahlentheoretiker J.E. Littlewood nannte die Argumentationsweise von A
»genuine mathematics®)

(6) Wir nennen die beiden 2-stelligen Junktoren J und J* dual zueinander, falls
val(J(®,¥)) = 1 — val(J*(—®, —-¥)) fir alle £~-Ausdriicke & und ¥ gilt.
Beispielsweise sind die Junktoren A (,,und“) und v (,,oder*) dual zueinander.
Bestimmen Sie alle Paare dualer Junktoren.,

12



§2. Eine formale Sprache
der Junktorenlogik

Wir wollen jetzt eine formale Sprache aufbauen, in der wir die Gesetze der
Junktoren- Logik formulieren konnen. Dazu gehen wir von einer Liste von
Aussagen Aj, Asg,..., Ag,... aus, die wir mit den Junktoren aus §1 zu neuen
Aussagen verbinden., Wir miissen fiir Ay, Ag,..., Ap,... keine ,konkreten“
Aussagen nehmen, denn es geht uns hier nicht um die Inhalte solcher Aussagen,
sondern nur darum, daB sie ‘wahr’ oder ‘falsch’ sein kénnen.

Die Sprache, die wir aufstellen wollen, soll so aufgebaut sein, dal3 ihre Aus-
driicke eindeutig lesbar sind. In der Umgangssprache ist das ja leider nicht der
Fall, was man an vielen Beispielen immer wieder erfahren kann. Wir bauen jetzt
Sprachen auf, in denen die genannten MiBstiinde nicht auftreten.

Teil A: Sprachen in polnischer Notation

Der folgende Entwﬁrf einer formalen Junktoren-logischen Sprache geht auf den
polnischen Logiker Jan£ukasiewicz (1878-1956) zurtick.

Sei K eine Menge von Junktoren beliebiger Stellenzahl. Wir wollen eine
Sprache Lp(ﬂ() anfbauen, die nur Junktoren aus % enthilt (£ steht fiir ‘lingua’
(Sprache) und p deutet die polnische Notation an).

Das Alphabet von Lp(go enthélt die folgenden Zeichen:
(1) fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ein Aussagensymbol A; (diese Symbole
seien paarweise verschieden), - und |
(2) alle Junktoren aus X

Der Ausdruckskalkiil fiir Lp(ﬂo:
Regel 1: Es ist erlaubt, jedes Aussagensymbol A, hinzuschreiben.

Regel 2;: Wenn J ein m-stelliger Junktor aus Kist, und wenn es erlaubt ist,
die Zeichenreihen ®; und ®; und ... und @, hinzuschreiben, dann darf

man auch die Zeichenreihe JO®D,... @, hinschreiben.
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Diejenigen Zeichenreihen, die man in endlich vielen Schritten unter Anwendung
der beiden Regeln des Ausdrucks-Kalkiils hinschreiben darf, heiBen Lp(X)-
Ausdriicke. Eine Besonderheit der polnischen Notation ist, dafl alle Junktoren
den Argumenten vorangestellt werden. Im Falle der Konjunktlon schreibt man
hier beispielsweise AD D, statt O A Py,

Statt der Zeichen —, A, v, —, <> benutzte fukasiewicz allerdings die Buch-
staben N,K,A,C,E,D etc.

Junktor | Notation von¥.ukasiewicz Bezeichnung
- @ N Negation
D1 APy K Konjunktion
®, vd, A Disjunktion [‘Alternation’]
D —> Dy C Implikation [‘Condition’]
P Dy E Aquivalenz [franz. ‘Equivalence’]
D[P, D Sheffer-Strich [engl.: alternative denial]

Demnach steht beispielsweise KPAYD fiir @ A (Y v @), und AKFOP steht
fiir ("W A D ) v @ . Ferner steht CCOVYCNYND fiir (@ > ¥) - (-¥ - - @).

Da jeder Junktor eine feste Stellenzahl hat, sind alle Lp(‘JO - Ausdriicke eindeutig
lesbar, obwohl keine Klammern benutzt werden!

Teil B: Sprachéli in iiblicher Notation

Die polnische Notation hat den Vorteil, daB man ohne Klammern auskommt. Sie
entspricht auch der mathematischen Praxis, Funktionszeichen immer den
Argumenten voranzustellen. Sie entspricht aber nicht dem iiblichen Sprach-
gebrauch. In den Umgangssprachen werden die zweistelligen Junktoren zumeist
zwischen die beiden Teilaussagen gesetzt. Dies ist wohl auch der Grund, warum
es so schwer fillt, Ausdriicke in polnischer Notation zu verstehen. Wir be-
schreiben daher jetzt noch eine andere Sprache, die sich enger an die natiirlichen
Sprachen anschlieBt. Der Einfachheit halber statten wir diese formale Sprache
nur mit den beiden Junktoren — und A aus. Wir werden in §3 sehen, daB diese
Sprache ausdrucksstark genug ist, um jeden anderen Junktor darzustellen.
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Das Alphabet der Sprache £(—, A) enthilt die folgenden Zeichen:
(1) fiir jede natiirliche Zahl n =1 ein Aussagensymbol A, (diese Symbole
seien paarweise verschieden),
(2) die Iogischen Zeichen —, A, und
(3) zwei Klammern, und zwar eine aufgehende Klammer ( und eine
zugehende Klammer ).

Wie man aus diesem Zeichenvorrat Ausdriicke bildet, wird durch das folgende
Regelsystem festgelegt.

Der Ausdruckskalkiil fiir £(—, A):
Regel 1: Es ist erlaubt, jedes Aussagensymbol Ay hinzuschreiben.

Regel 2: Wenn es erlaubt ist, die Zeichenreihen © und ¥ hinzuschreiben,
dann ist es auch erlaubt, (—®) und (P AY) hinzuschreiben.

Diejenigen Zeichenreihen, die man nach endlich vielen Schritten unter An-
wendung der beiden Regeln des Ausdruckskalkiils hinschreiben darf, nennen wir
L{—, A)-Ausdriicke, oder gelegentlich auch £(—, A)-Aussagen, oder L(—, A)-
Formeln. Wir vereinbaren auch die folgende Notation:

L{—, An) = Menge aller £L(—, A)- Ausdriicke.

Die Aussagensymbole A, werden auch atomare Ausdriicke genannt.

Andere Sprachen. Wenn man Sprachen betrachten mochte, die andere
Junktoren als Grundzeichen enthalten, so mufl man die Regel 2 des Ausdiucks-
kalkiils entsprechend abéindern. Das Alphabet der Sprache £(—,v,—,¢)
beispielsweise enthdlt die logischen Zeichen —, v, —, <. Im Ausdruckskalkiil
erlaubt man statt (& AY) jetzt (© v¥), (& - W¥) und (& < ¥) hinzuschreiben.

Es stellt sich jetzt die Frage, ob die MiBstiinde, die wir in den natiirlichen
Sprachen angetroffen haben, in der formalen Sprache £(—,A) vermieden sind.
Um zeigen zu konnen, dal jeder L{—, A)-Ausdruck eindeutig lesbar ist,
bendtigen wir den Begriff des Klammergebirges und den Begriff der Linge
eines L{—, A)-Ausdrucks.

Definition. Die Linge L[®] einer Zeichenreihe ® ist die Anzahl der Stellen, an
denen Zeichen des Alphabets stehen. Atomare Ausdriicke A, haben stets die
Linge 1.
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Beispiel: L{{(A3A(—A3))]=8.

Konvention. Jeder £(—,)-Ausdruck ® kann als Funktion von der Menge
{1,2,...,L[®]} in das Alphabet von £(—,) aufgefaBit werden, wobei ®(i) das
i-te Symbol von @ (von links her gelesen) ist.

Rekursive Definition des Klammergebirges. Jedem £(—, A)- Ausdruck @ wird
eine Funktion Gg von {0,1,2,...,L[®]} in die Menge Z aller ganzen Zahlen

wie folgt zugeordnet:
Gg(0) =0,
und fiir 0 < j < L[ D] sei:
Ggp()+ 1 falls @(j+1) eine aufgehende Klammer ‘(C ist.
Gg(+1) = 1Ga() falls ®(j+1) keine Klammer ist.
Gg()—-1, falls ®(j+1) eine zngehende Klammer ‘)’ ist.

Die Funktion Gg, wird als , Klammergebirge von @ bezeichnef.

Beispiel. Sei @ der Ausdruck ((A; A(-Aj3)) A(—A7). Das Klammergebirge Gg
148t sich dann wie folgt veranschaulichen:

iy

¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

N,
AN

Aus den Plateaus (Niveau-Linien) und Télern von Gg, kann man den Aufbau
von @ aus Teilformeln ablesen.

2.1 Proposition. Fiir jeden £(—,A)-Ausdruck © und jede natiirliche Zahl
i mit 0<i<L[®] gilt Gg() 2 0.

Es gilt Ggp(1) =0 genaudannwenn 1=0 oder 1=L[®]
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Beweis. Wenn @ aufgrund von Regel 1 hingeschrieben werden durfte, dann ist
® ein Aussagensymbol Ay, Hier ist L[Ap] =1 und Gp (0) =Ga (1) =0.

Wenn @ aufgrund von Regel 2 hingeschrieben werden durfte, dann hat ®
entweder die Form (—¥) oder die Form (¥ A®). Zur Induktion nehmen wir an,
daB} fiir ¥ und © giit:

(1) fiir alle j< L[] ist Gy(j) = 0. Es gilt Gyp(j) =0 nur fiir j=0 und fiir j = L['¥].
(2) fiir alle j< L[@] ist Gg(j) = 0. Es gilt Gg(j) =0 nur fiir j=0 und fiir j = L[©].
Fall 1: ® hat die Form (—¥): Hier ist Gg(1) = G(2) =1 und fiir 1<j <L[¥]:
Gg(2+j) =1+ Gg(j) . Wir entnehmen daraus und aus der Induktions- Annahme
(1), daB Gg()=21 fir 1<j<2+L[¥]. Aus Gy (LI¥])=0 folgt noch
Gp@2+L['¥]) = 1 und daher Gg(L[®]) =Ga2+L[¥]+D=1-1=0.

Fall 2: ® hat die Form (¥ A®). Die Behauptung folgt dhnlich wie im ersten
Fall. O

Definition. Wenn ® und W zwei £(—,A)-Ausdriicke sind, dann soll @Z=¥
besagen, daBl ® und ¥ als Zeichenreihen aufgefaBt identisch sind. Mit anderen
Worten,
L[®]=L[¥]
® == ¥ bedeutet: { und ‘
fiir alle i mit 0<i<L[®] gilt: ®F)=Y{).

2.2 Satz (Eindeutige Lesbarkeit): Sei @ ein L(—,A)-Ausdruck. Dann ist
genau einer der folgenden drei Fiille giiltig:

(i) @ ist ein Aussagensymbol, ® = A, fiir genau eine natiirliche Zahl n,
(i) @ == (V) fiir genan einen £(—, A)-Ausdruck W.
(iii) ® == (¥ A ©) mit eindeutig bestimmten [(—,A)-Ausdriicken ¥ und © .

Beweis. Wenn L{®]}=1, dann ist (i) giiltig und weder (ii) noch (iii) kénnen
zutreffen. ,

Sei jetzt L[®] 2> 2. Aufgrund der Regeln des Ausdruckskalkiils wissen wir, daf
dann ® == (—¥) oder ® 2= (¥ A O)ist.

1.Fall: ® == (—%¥). Wenn auch ® == (@) sein sollte, dann ist (—=¥) == (—O),
also auch ¥ ™ ©. Wenn auch @ ™= (I'r®) sein sollte, dann wire

(—¥)==® == (I'A®) und I" miifite mit dem Negations-Zeichen beginnen.
Solche Zeichenreihen kann man aber im Ausdruckskalkiil nicht erzeugen. Also
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ist im Falle ® == (—¥) das ¥ eindeutig bestimmt, und ¢ kann nicht zugleich
die Form (I"A ®) haben.

2. Fall: == (¥ A ®). Aufgrund des bisher bewiesenen kann @ weder die Form
A, noch die Form (=¥ ) haben. Angenommen, es wire auch @ == (T'A L),

also

(*) = (PAQ)T=(TAZ).

Sollte dabei ¥ == A sein, dann wiire das erste Zeichen in @ eine aufgehende
Klammer und das zweite Zeichen wire A und dieses miifite nach (*) das erste

Zeichen von I' sein. Nach den Regeln des Aunsdruckskalkiils ist das nur moglich,
wenn I' == A_ ist. Dann ergibt sich aus (*) aber auch @ ==X,

Sollte jedoch LI'W] = 2 sein, dann ist das erste Zeichen von ¥ eine aufgehende
Klammer. Wegen (*) ist auch das ersie Zeichen von T eine aufgehende
Klammer. Nach Proposition 2.1 gilt fiir O<i<L[¥] : Gy(i)21 und
Gy(L[¥]) =0. Das Klammergebirge von ® ist also auf dem ganzen Intervall
von 2 bis L[] stets = 2 und erreicht erst an der Stelle 1+L[%¥ ] das Niveau 1.
Eine analoge Aussage gilt fiir I': das Klammergebirge von @ ist also auf dem
ganzen Intervall von 2 bis L[T"] stets > 2 und erreicht erst an der Stelle 1+L[T"]
das Niveau 1. Also L{¥]=L[T"} und wegen (*) gilt dann auch ¥==T", Dann
liefert aber (*) auch noch © == X . Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. O

Satz 2.2 gilt in analoger Form auch fiir jede andere Sprache wie z.B. £(—, ~—>)
L(—=,A,V,—,63) elc.

Aus Satz 2.2 ergibt sich sofort, daf die Linge L[] eines £L-Ausdrucks ¥ - die
folgenden Eigenschaften hat: L[A,]=1,
L{(-¥)]=3+L[¥], und
L{(®AY)]=3+L[®]+L[¥]..

Einen relativ kurzen Ausdruck iibersieht man ,,mit bloBem Auge“. Bei sehr
langen Ausdriicken kann man den Aufbau aus Tellaussagen nur noch durch die
Berechnung des Klammergebirges iiberschauen.

Zur leichteren Lesbarkeit kann es oft niitzlich sein, Klammern verschiedener
GroBe zu benutzen, oder auch anders gestaltete Klammern zu verwenden, etwa

{,} oder[,].

Um die Lesbarkeit zu erhéhen, treffen wir noch die folgende Konvention zur
Klammerersparnis.
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Konvention zur Klammerersparnis.

(i) — bindet enger als jeder dyadische Junktor.
(ii) A und v binden enger als — .
(1ii)  Aund v binden enger als <> .
(iv)  Iterierte A -Verbindungen sowie iterierte v -Verbindungen sind von

links her zu klammern.
(v)  Die duleren Klammern kénnen weggelassen werden.

Streng genommen mufl man sich jedoch immer die weggelassenen Klammern
hinzudenken. So ist beispielsweise die Linge von —® nicht 1+L[®], sondern
3+L[D].

Beispiel: @ A=Y AT <> ® v O ist eine vereinfachte Darstellung von
((PA(RYNAT ) (OVvE)).

Als Abiirzungen fiir iterierte A -Verbindungen und iterierte v -Verbindungen

fiihren wir die Zeichen A\ bzw. W ein:

Y/ steht fir ~ (...((@1 A D) A B3 A ... AD,).
1<i<n

W o, steht fiir  (...((®; v @p) v D3 v ... vD,).
1<i<n

Definition. Fiir einen £{—,A)-Ausdruck & ist Teil(®d ) die Menge aller
Teilausdriicke von ®. Diese Menge ist dabei wie folgt (durch Rekursion iiber
den Ausdruckskalkiil) definiert: Teil(A,) = {A_},

Teil( —¢) = Teil(?¥) w { = ¥}
Teil(¥YAOQ) =Teil(¥) U Tell(®@) U {¥ AOL.
Die Elemente von Teil(®) sind die simtlichen Teilausdriicke von ®.
At(d) sei die Menge aller atomaren Ausdriicke, die Teilausdriicke von ® sind,
At(@)={A;; A, e Teil(@)}.

Nach Satz 2.2 ist Teil(®) fiir jeden £(—,A)-Ausdruck ® eindeutig bestimmt.
Im Falle anderer junktorenlogischer Sprachen wird der Begriff des Teilaus-
druckes (auch Teilformel, oder Teilaussage genannt) analog definiert.
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Der Stammbaum eines £(—,A)-Ausdrucks ®. Der Prozell der Kon-

struktion eines Ausdrucks ® aus seinen Teilausdriicken kann sehr iibersichtlich
dargestellt werden, wenn man die Teilformeln auf die Knotenpunkte eines
geecignet gewdhlten Baumes schreibt. Dabei schreibt man zunédchst @ hin. Wenn
& L= (V) , dann geht von @ aus eine einzige Linie nach oben an deren Spitze
man ¥ hinschreibt. Wenn jedoch @ == (¥ A ©), dann gehen von @ aus zwei
Linien nach oben. An die Spitze der ersten Linie schreibt man ¥ und an die
Spitze der anderen Linie ©. Man iteriert dieses Verfahren solange, bis man bei
den atomaren Teilausdriicken angelangt ist.

Beispiel. Sei @ == (A A{—((—A)AAg))).

Ay A, Ag
(—Ay)

AN

((_'AZ)AAS)

|

(= ((=A2)AAg))

(A A (= ((=A2)AAg)))
—_k —— kK — ok —
Wieviele Formeln gibt es iiberhaupt insgesamt?

2.3 Proposition. Die Sprache L=L(—,—) ist abzihlbar.

‘Beweis. Fiir eine natiirliche Zahl 1 sei Kﬁ die Menge aller L-Ausdriicke der
Linge <n,in denen keine Aussagen-Symbole Aj mit j >n vorkommen,

Kp={®e £;L[D]<n & A(D)c{A], Ay ..., Ay}h.

Es gibt nur (n+4)™ Folgen der Lﬁngé m, die man aus den Zeichen

—,=,(,), Ay, Ay ..., A, bilden kann. Daher gilt KardKyp) < X (n+4)™,
wobei die Summe von m=1 bis m=n l4uft. Nun ist £ die Vereinigung aller
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Mengen K, (fiir 1< ne IN), =\ {Kp; 1< ne IN}, und daraus folgt, daB wir £
abzihlen konnen, indem wir mit A beginnen (denn Ki = {Aq}), und dann der
Reihe nach die Elemente der endlichen Mengen

K2 -K1, K3 -(Kj1uUKy), Kg-(KiuKpyuKa), ete.

durchnumerieren. A

Ganz genauso folgt, daB auch all die anderen Sprachen L(—,A,—),
A= A v, —,e0.4,..0), ete... abzihlbar sind.

— itk ke  —

Wahrheitswertzuordnungen

Macht es Sinn zu sagen, daB ein Ausdruck der formalen Sprache L{—,A)
»wahr® oder ,falsch® ist? Die Frage ist berechtigt, denn die Ausdriicke von
L(—, ) werden ausgehend von Symbolen A, Aj,..., Ay,... gebildet, und nicht

ausgehend von konkreten Aussagen (wie beispielsweise ,,5+7=11%, ,,17 ist eine
Primzahl“, etc.). Es macht ja keinen Sinn zu sagen, daf A ,,wahr* wire und Aj

,falsch® etc.

Aber die Symbole Ay, Aj,..., A,,... stehen fiir Aussagen, die ‘wahr’ oder
‘falsch’ sein kénnen. Wenn A, fiir eine wahre Aussage steht, dann steht - A,
fiir eine falsche Aussage, und so fort. Wir verallgemeinern dies und definieren:

Definition. Eine Funktion F, die jedem L(—,A)-Ausdruck & eine der beiden
Zahlen 0 oder 1 zuordnet, wird Wahrheitswertzuordnung genannt, wenn fiir
alle £{—,A)-Ausdriicke ¥, O stets gilt:

F(—-¥)=1-F) und
F(¥A®) =F(¥)-F©).

Wenn man statt der Sprache £(—,A) die Sprache £(—,v,—) betrachten wiirde,
dann wiirde man eine Abbildung F von £(—,v,—) in {0,1} als Wahrheits-
wertzuordnung bezeichnen, wenn stets F(—%¥) =1-F(¥) und

F(¥v0) = Max {F(¥), F(®)} und
F(¥—©) = Max {1 - F(¥), F(©)}

gilt. Dabei bezeichnet Max(M) das grofite Element (Maximum) der Menge M.
Wenn die Sprache einen n-stelligen Junktor J enthilt, dessen Wahrheitstafel
durch die n-stellige Funktion fy: {0,1}" — {0,1} gegeben ist, dann wird man von

der Wahrheitswertzuordnung F(J(®,..,®@)) = f(F(®@))...., F(®,)) verlangen.
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Notation. Wenn F eine Abbildung von A in M ist, dann ist FC Ax M. Wenn
B Teilmenge von A ist, dann bezeichnet F 1B die Einschrinkung (Restriktion)
von Fauf B,alsoFIB=FN (BxM).

2.4 Proposition. Jede Abbildung f von {A,; 1<ne IN} in {0,1} kannzu
genau einer Wahrheitswertzuordnung F von L(—,A) in { 0,1} fortgesetzt

werden. Auf diese Weise erhdlt man alle Wahrheitswertzuordnungen, die auf
L{—, ) definiert sind.

Beweis. (1.) Wir definieren F durch Rekursion. Fiir atomare Ausdriicke A
setzen wir F(A,):=f(A,). Wenn F fiir ¥ und © bereits definiert ist, dann
setzen wir F(—%¥) := 1 -F(¥) und F(¥A®) :=F(¥)-F(®). Nach Satz 2.2 ist F
die eindeutig bestimmte Wahrheitswertzuordnung, die f fortsetzt.

(2.) Wenn F eine beliebige Wahrheitswertzuordnung ist, die auf £(—,A)
definiert ist, dann ist F offenbar die Fortsetzung seiner eigenen Einschrankung

auf {Ay; 1<ne IN},also Fo f:=F1{A,; 1 <ne IN}. Q

Der folgende Satz triigt den Namen , Koinzidenztheorem®, weil er von Wahr-
heitswertzuordnungen F und G handelt, die auf einer bestimmten Menge von
atomaren Ausdriicken iibereinstimmen (d.h. koinzidieren). Wir beweisen diesen
Satz durch Induktion. Wir kénnten ihn durch Induktion nach L.{®] fiihren, aber
eine Induktion iiber den Formelaufbau ist sehr viel angemessener. Wie cine
derartige Induktion durchzufiihren ist, wollen wir an dieser Stelle exemplarisch
vorfiihren.

2.5 Koinzidenz-Theorem. Seien F und G Wahrheitswertzuordnungen und
® irgendein’ [f-,A)-Ausdruck. Wenn F1AH(®) = G1AY®), dann gilt
F(®) = G(D).

Beweis (durch Induktion tber den Fomielaufbau): Nach Satz 2.2 hat @ entweder
die Form @ == A (fiir genau eine natiirliche Zahl n) oder die Form @ = (=)

(fir genau einen L(—,A)-Ausdruck ¥) oder die Form @ == (¥ A ©) (mit
eindeutig bestimmten £(—, A)}- Ausdriicken ¥ und ©.).

1. Fall: ® == A (Induktions-Verankerung). Dann ist At(®) = {A} und nach
Voraussetzung g11t F(@)=F(A,) = G(A,) = G(D).

2. Fall: ® == (—¥). Dann ist At(®) = At(¥). Da nach Voraussetzung F1Atu(®)

=G1AL®D) gilt, haben wir auch Fl1At(¥) =G1 At(Y). Wir nehmen zur
Induktion an, dafl daraus F(¥) = G(¥) folgt. Dann erhalten wir:
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F(@)=F=Y¥)=1-FW¥)=1-G(¥) = G(—Y) = G(D).
3. Fall;: ® == (¥ A ©). Dann ist At(®) o At(¥) und At(®) o At(®). Da nach
Voraussetzung F1A{(®) = G1 At(®) gilt, haben wir auch F1At(¥) = G1 At(‘)
und F1A(®)=G1AY®). Wir nehmen zur Induktion an, daB daraus
F(¥) = G(¥) und F(0) = G(O) folgt. Dann erhalten wir:

F(®) = F(¥Y AO) =F) FO®)=GM)- GO =G¥YA)=G@). 1

Ubungsaufgaben zu §2
(1) Ubersetzen Sie die folgenden Lp(A,C,K,N)-Ausdriicke in gleichwertige
L(—,V, A, —)- Ausdriicke:
(i) KOADY,
(il) KADPYCYO,
(i) CCOYCNYNO,
(iv) CCOYCCYOCOPO.

(2) Ubersetzen Sie die folgenden £(—, Vv, A, —>)-Ausdriicke in gleichwertige
LP(A,C,K,N)-Ausdriicke:

@O P> ¥-0),
i) ((@->¥)>(DdvO)) >,
i) (@)= (P (FAdD)).

(3) Beweisen Sie die eindeutige Lesbarkeit von Formeln aus LP(—s,./\, v) in der
Klammerfreien polnischen Notation. '
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§3. Addquate Mengen
von Junktoren

In §1 hatten wir alle monadischen und alle dyadischen extensionalen Junktoren
kennengelernt. Wir hatten dort gesehen, dafl es neben den wohlbekannten
Junktoren wie —, A, v, —, ¢ noch zahireiche Junktoren gibt, mit denen wir
keinesfalls vertraut sind. Es stellt sich die Frage, ob wir uns auch mit den
uniiblichen Junktoren vertraut machen miissen. Miissen wir etwa auch den
Gebrauch aller drei-stelligen, vier-stelligen Junktoren etc. einiiben?

In §4 wollen wir alle logisch-allgemeingiiltigen Aussagen-Verbindungen be-
stimmen. Konnte es nicht sein, dafl mittels drei-stelliger, vier-stelliger Junktoren
etc. logisch allgemeingiiltige Aussagen hingeschrieben werden konnen, die mit
ein- und zwei-stelligen Junktoren allein gar nicht formulierbar sind? Konnte es
nicht auch sein, daBl einige der ungeltsten Probleme der Mathematik deshalb
noch ungeldst sind, weil wir in den Beweisen immer nur ein- und zwei-stellige
Junktoren betrachten? Es konnte doch giiltige SchluB-Regeln geben, die n-
stellige Junktoren enthalten, die wir nie zur Kenntnis genommen haben, mit
denen aber einige der noch ungeltsten Probleme geldst werden konnten.

Dies ist (leider) nicht der Fall. Wir werden zeigen, daf man mit — und A allein
jeden beliebigen n-stelligen Junktor ansdriicken kann. Dieses niitzliche Ergebnis
besagt, daB uns nichts entgeht, wenn wir nur mit den beiden wohjvertrauten
Junktoren — und A arbeiten. '

Konvention. Wenn wir im Folgenden von Junktoren sprechen, dann sind immer
extensionale Junktoren gemeint.

Definition. Sei X eine Menge von ein- oder mehr-stelligen Junktoren, und sei J
ein n-stelliger Junktor. Wir sagen, daf J durch die Junktoren avs Kausdriickbar
ist, wenn es einen .L{%X}- Ausdruck @ gibt, dessen atomare Teilaussagen genau
Ay, Ay, ..., Ay sind, derart, daB fiir jede Wahrbeitswertzuordnung

F: o(Ko{J})— {0,1} gilt:
F(®) = FI(A, Ag,.on Ap).

Zweil Ausdriicke ® und ¥ pennen wir extensional gleich, wenn fir jede
Wahr-heitswertzuordnung F gilt F(®)=F(¥).



Beispiele (1): @ > ¥ und (- ® ) v ¥ sind extensional gleich, und daher 146t
sich — mittels — und v ausdriicken.

(2): Der Junktor v (,oder” im nicht-ausschlieBenden Sinne) 1dBt sich durch
die beiden Junktoren A (Konjunktion) und >—< (Alternative, das ist das ,,oder"
im ausschlieBenden Sinpe) ausdriicken. Dazu zeigen wir, da &, vd, und
(g >< Dy} >< (P A®y) extensional gleich sind, d.h. die gleichen
Wahrheitswert-Tafeln haben.

DYl O><Y DAY (B >< W) >< (D AT) O v
0410 0 0 0 0
0411 1 0 1 1
110 1 0 1 1
1 {1 0 1 1 1

In der lateinischen Lyrik gibt es ein schones Beispiel fiir den Gebrauch des
Junktors (@ >-<W¥) >< (P A ¥). In seinem Brief an die Pisonen (auch de arte
poetica genannt), Verse 333-334, sagt Horaz:

aut prodesse volunt, aut delectare poetae,
aut simul et tucunda et idonea dicere vitae.

(Entweder verfolgen die Dichter das Ziel, uns zu niitzen pder uns zu be-

fustigen, gder sie verbinden beides und sagen, was erfrealich und niitzlich
fiir das L.eben ist) '

Da (@ ><¥) >< (& AY) mit v ¥ extensional gleich ist, hiitte Horaz kiirzer
sagen kdnnen: '

prodesse volunt vel delectare poetae.

Aber Horaz will die Junktoren nicht extensional gebrauchen, denn er will dem
Dichter (und Mathematiker!) Eratosthenes ( EportooBévng, geboren ca. 295/275
v.u.Z.) widersprechen, der einmal gesagt hatte, daf ein Dichter nur zur
Unterhaltung schreiben solle - siehe dazu: A.Kiessling & R.Heinze: Q.Horatius
Flaccus Briefe (Berlin 1914, Seite 347).

Definition. Wir nenven eine Menge X von Junktoren addquat, fails fiir jede
natiirliche Zahl n=1 jeder n-stellige Junktor durch die Junktoren aus X
ausdriickbar ist.



A

3.1 Satz (BE.L.Post, 1921) Die folgenden Mengen von Junktoren sind addquat:

(1) {'—': A}a
(i) {—Vvh
(i) {—, =}

Beweis. Zu (i): Wir zeigen dorch Induktion nach n, daB jeder n-stellige Junktor
J mittels — und A ausdriickbar ist.

n=1: & A—-® ist das falsum, — (B AP ) ist das Verum. Die Affirmation
benétigt keine besondere Darstellung, Die Negation — ist nach Voraussetzung
vorhanden.

Wir nehmen zur Induktion an, daf} alle n-stelligen Junktoren mittels — und A
ausdriickbar sind.

Sei jetzt J ein (n+1)-stelliger Junktor. Wir definieren zwei n-stellige Junktoren
Jo und J, wie folgt:
J@ A= Dy, Dy, Dy,..., D) werde Jo(®q, ®,, .. ., @) genannt,
I @y A= D), @, @y, D) werde J; (@1, Dy, .. ., D) genannt,
Es ist klar, daB J(@y, @4, @5, ..., P ) und

(—®@p A Jo(@p, Dy, ..., DY) v (Dy A J (D, Dy, ..., DY)

die gleichen Wahrheitswert-Tafeln haben. Man kann hier die Disjunktion v

eliminieren, denn A v B und — (- A A—B) sind extensional gleich. Daher sind
auch J(@y, Py, Dy, ..., P und '

A= (=@ A Ty @ Dy, D)) A= (DY A Ty (D), Dy .., D))
extensional gieich. Da aufgrund der Induktions-Annahme Jj und J; mittels —
und A ausdriickbar sind, so sehen wir jetzt, daf§ es auch J ist.

Zu (ii): @ AYund - (—~® v —¥) haben die gleichen Wahrheitswert-Tafeln.
Also ist A mit — und v ausdriickbar. Die Behauptung folgt jetzt sofort aus (i).

Zu (iii}: @ v¥ und (- ® ) = ¥ haben die gleichen Wahrheitswert-Tafeln.
Also ist v mit — und — ausdrtickbar. Die Behanptung folgt jetzt sofort aus (ii).
Q

Vielleicht vermuten jetzt einige Leser, dal — zusammen mit jedem beliebigen

dyadischen Junktor stets eine adidquate Menge bilden wiirde. Wir zeigen, daB

das nicht der Fall ist und beweisen dazu, daBl weder {~, <} noch {—, ><}
adédquat sind.
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Definition. Fiir zwei Mengen A und B wird
AAB=(AUB)-(ANB)=(A-B)U(B-A)

die symmetrische Differenz von A und B genannt (das hochgestellte A steht fiir
,Differenz® und ist offenbar ein modifizierter ,,Minus“-Strich). Es gilt

A4B=BAA.
Es gilt offenbar: xe AAB < (xe A >< xe B).
Fiir eine endliche Menge A sei |Al die Anzahl der Elemente von A.

3.2 Hilfssatz. Sei M eine endliche Menge und seien AcCM und B M

Teilmengen derart, daP 1Al und \Bl beide gerade sind. Dann ist auch 1AL B
gerade.

Beweis. Die Mengen A—B und B - A sind disjunkt, also
*) tAAB|=]A-BI+IB-Al.

Wiare IAAB| ungerade, dann miiflte einer der beiden Summanden in (*) gerade
sein und der andere ungerade. Sei 0.B.d.A. |A—-B1 gerade und |A-B1 un-
gerade. Aber [Al ist nach Voraussetzung gerade und lAl=1A-Bl+1ANBI.
Also miiite auch |A m B | gerade sein. Dann wire aber IBI=1B-Al+ |AnB|
ungerade, ein Widerspruch., 4

3.3 Satz. Der Junktor — ldft sich nicht mittels -~ und <> ausdriicken.
Daher ist {—, <3} nicht addquat.

Beweis. Allgemeine Vorbemerkungen: Fiir einen £(—, ¢ )- Ausdruck @ sei
At(d) die Menge aller atomaren Teilanssagen von @ (siche §2). Sei # die
Menge aller Wahrheitswertzuordnungen F: £(—,¢3)—{0,1}. Fiir eine
natiirliche Zahl n>1 und einen £{—, <> ) - Ausdiuck @ sei

Np(@)= {(BAD,...FA) ) e {0,11% Fe % und F(@)=01},
E (@)= {{FA))...F(A))e {0,11" Fe W und F(®)=11,
Dabei bezeichnet (ay,...,a,) das geordnete n-tupel der Elemente a 1,...;an.

Behgup@g: fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 und aﬁc L{—, <> ) - Ausdriicke @
mit A(P) c{A,...A } gilt: IN, (@) | und |E_(®) | sind gerade Zahlen.



A}

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Aufbau von ®. Fir
atomare Ausdriicke A; (mit 1 <1 <n) gilt:

N (A ={0,13x...x{0,1}x{0}x{0,1}x...x{0,1},
N , T - ,

e s

i-1 an der Stelle i n—i

und daher ist offenbar |N (A} l= 2171.08=1 = 971 gine gerade Zahl,
Ebenso ist IEn(Ai) = 2”"1 gerade flirn= 2. - Sel jetzt @ nicht atomar.
|.Fall: @ 2= V>0 und At(®) c{A;,...,Ap}. Dann ist auch At(Y) c{A,,...Aq}
und At(©) ={Aq,..,A L} Aus der Induktions-Annahme folgt, daff die vier Zahlen
| IN, () |, INg(@) |, TE (¥} | und |E_(©)]

alle gerade sind. Num ist aber aufgrund der Wahrheitstafel fiir <> :
Np(@) = (B, () " Ny(©®) ) U (E(®) NNy (D) =

= (E,(9)-En(©)) L (B (®) -E (D)) =

= E,(¥) 2E(©),
und nach Hilfssatz 3.2 ist auch | N (®)| gerade. Wegen E (@)= {0,13" — N_ (D)
ist auch | E_(®)! gerade.

2.Fall: ® =~ — 0@ und At(®) c{A{,-.»Ap}. Dann ist auch A((®)=AHE) .
Wegen E (D)=N (O)und N (®)=E (6) folgt die Behauptung sofort aus der
Induktions-Annahme.,

Aus der Behauptung folgt jetzt sofort, daB die Implikation ,,—“ nicht mittels —

und ¢ darstellbar ist, denn in der Wahrheitswert-Tafel von ,,—* stehen drei
Einsen und eine Null. |

3.4 Korollar. Die Disjunktion v [dfit sich nicht mittels Negation — und
Alternative >—< ausdriicken. Daher ist {--, ><} nicht addquat.

Beweils. ®><W 14t sich in £(—, ¢3) durch —~(® «¥) ausdriicken. Wenn
v durch — und >—< ausdriickbar wire, dann wire v auch durch — und <

ausdriickbar. Nach Satz 3.1(i1) wire dann jeder Junktor mittels — und ¢
ausdriickbar. Das ist ein Widerspruch zu Satz 3.3. O

23



3.5 Satz Der Peircesche Pfeil | und der Sheffer-Strich | sind die eirizigen
dyadischen Jurktoren Y derart, daf {J } addquat ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, da sowohl f43 als auch {]} addquat sind. Wir
erinnern daran, dafl
val(® L W)Y =val{— D Y}val(~V) wund val(@|¥)=1-val(d AY¥).

1. Schritt (nach Ch.S.Peirce, 1902): Wir zeigen, dafl {i} adiquat ist: — @ kann
durch @1 @ und ® AY¥ durch (®LO)L(¥I¥) ausgedriickt werden. Die
Behauptung folgt jetzt aus Satz 3.1(i).

2. Schritt: (nach H.M.Sheffer, 1913). Wir zeigen, daB {1} adiquat ist: —®
kann durch @ |® und @ v durch (@D )| (¥|¥) ausgedriickt werden. Die
Behauptung folgt jetzt aus Satz 3.1(ii).

3. Schritt: Sei jetzt J ein beliebiger dyadischer Junktor derart, dal {J} eine
addquate Menge jst. Was ist dann {3(1,1)=?

Angenommen, es wire { J(l,l) = 1. Dann wire auch

fJ(l, fJ(l,l)) =f3(1£3(1,1),1) = f3({3(1,1) , £5(1, 1) ) = 1
und durch Induktion folgt daraus, da fiir jeden 2-stelligen Junktor J*, der
mittels J allein ausdriickbar ist, { J*(l,l)zl gilt. Dann wire aber die Kontra-

valenz >—< nicht mittels J allein ausdriickbar. Also wire { J} nicht adiquat, ein
Widerspruch. Das zeigt, daB f3(1,1)=0 gelten muB. Ganz genauso folgt

f0,0 = 1.

Wenn f J(l,O) =f J(O,I) =1, dann ist J der Sheffer-Strich.

Wenn £3(1,0) = £5(0,1) = 0, dann ist J der Peircesche Pfeil

Wenn aber f J(l,O) =1 und fJ(O,l) =(, dann wire J die Postnonpendenz — und
im Falle fJ(l,O) =0 und fJ(U,I):l wire J die Prinonpendenz k—. Beide

Junktoren sind aber nichts anderes als die Negation (des zweiten, bzw. des
ersten Arguments). Nach Satz 3.3 sind weder {1} noch { k—} adéiquat. O

Literatur:

Emil L.Post: Introduction to a general theory of elementary propositions.
American Journal of Math., Band 43 (1921), pp.163-185.

Heory Maurice Sheffer: A set of five independent postulates for Boolean
Algebras, with application to logical constants. Transactions Amer. Math. Soc.,
Band 14 (1913), pp.481-488. '




Ubungsaufgaben zu §3

(1) Zeigen Sie, daff {v, <, ><1} eine adéiquate Menge von Junktoren ist.

(2) Zeigen Sie, daB keine der folgenden Mengen adéquat ist:
@ {v,~}, @{v, -}, ) {v, ><}.

(3) Sei J einer der vier Junktoren: Pripendenz, Postpendenz, Prinonpendenz.
oder Postnonpendenz. Zeigen Sie, daB man mit — und J diese vier Junktoren
und keine anderen zweistelligen Junktoren ausdriicken kann.

(4) Driicken Sie die Junktoren —, A, v, — und <> unter alleiniger Verwendung
des Peirceschen Pfeiles  aus und iibersetzen Sie anschlieBend die folgenden
L(—, A, Vv, =, <> )- Ausdriicke in gleichwertige £()- Ausdriicke:
(P> (Y >D)),
G (@AY= (FvaD),

(5) Ubersetzen Sie die folgenden £( 1) - Ausdriicke in gleichwertige £(—, — )-
Ausdriicke:
0 @YY,

@ (@) ((@I(FITNIPICPI¥))).

{6) L6t sich der drei-stellige Junktor ,,Entweder @ oder ¥ oder ®“ (d.h. genau
eine der drei Aussagen ®,%¥,© ist wahr) mit dem 2-stelligen Junkior ><
{entweder-oder) allein ausdriicken?
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§4. Tautologien

. Die Tautologie ist und bleibt doch das hichste
Prinzip, der hochste Grundsatz des Denkens.
Was Wunders da, daf8 die meisten Menschen sie
in Gebrauch haben.

Soren Kierkegaard: Entweder/Oder (1.Teil)

Zwischen den beiden Aussagen

(*) 122333221 isteine Primzahl
und
(*%) 1221 ist eine Primzahl oder keine Primzahl

besteht ein bemerkenswerter Unterschied. Beide Aussagen sind wahr, aber (*)
ist aufgrund des Inhalts wahr, wihrend (**) bereits aufgrund der duBeren Form
wahr ist. Um die Giiltigkeit von (*) einzusehen, muB man wissen, was eine
Primzahl ist und man muf rechnen kénnen. Um die Giiltigkeit von (**)
behaupten zu konnen, braucht man weder zu wissen, was eine Primzahl ist, noch
rechnen zu kénnen . (**) ist eine ‘Tautologie’.

Aussagen, die aufgrund ihrer Form wahr sind, nennt man seit Ludwig
Wittgenstein (Tractatus logico philosophicus, 1918, Ziffer 4.26) Tautologien.
Das Wort kommt aus dem Griechischen 1odt0 Aéyew (= dasselbe sagen).

Dem urspriinglichen Wortsinne nach ist eine Tautologie eine Redeweise, die
einen Sachverhalt mehrfach wiedergibt. Wohlbekannte Beispiele dafiir sind der
,weifle Schimmel® und der ,,Hochaltar” (denn im Lateinischen ist bereits alia
‘ara der erhohte Steinblock). Als Beispiel fiir eine Tautologie gibt Immanuel
Kant (1724-1804) in seiner ‘Logik’ den Satz »der Mensch ist Mensch« an
(I.Kants ‘Logik’, herausgegeben von G.B.Jische, 1. Allgemeine Elementar-
lehre, §37) . Hier wird ein Sachverhalt in der Tat zweimal genannt. S#tze dieser
Bauart sind offenbar immer wahr. Wir fassen jetzt den Begriff der “Tauntologie’
etwas allgemeiner und verlassen damit allerdings den eigentlichen Wortsinn
(siche dazu aber auch die Bemerkung auf Seite 36):

Definition (L. Wittgenstein, 1918) Sei £ irgendeine junktorenlogische Sprache.
Ein £-Ausdruck ® wird Tautologie genannt, wenn fiir jede Wahrheitswert-
zuordnung F stets F(®) =1 gilt.

® wird Kontradiktion genannt, wenn —<® eine Tautologie ist.
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In dem folgenden Satz stellen wir die wichtigsten Tautologien zusammen. Die
Bezeichnungen entstammen zum Teil der traditioneltlen Logik.

4.1 Satz: Fiir beliebige ({—,v,A,—, ) -Ausdriicke ©,¥ und © sind die
folgenden Formeln stets Tautologien:

(1) Satz vom ausgeschlossenen Dritten: © v —® .
(i) Satz vom Widerspruch: —(® Ar—D).
(iii) Negations-Regel: P 0.
(iv) Burldus-v.Ockham- De Morgan Regeln: (—~®v-¥) & —(DdAY)
(-DPA-TF) & =(DdVY)
(v) Distributiv-Gesetze: OV(OPAY ) (BVvDIA(BVY),
und OA(PVT I (OAP)V(OAY).
(vi) Exportations-Regel: ((PAY)2 O (D> (P—0))
(vii) Kontrapositions-Regel: (@ -¥)o (=Y o).
(viil) Kommutativ-Gesetze: (PAY) (Y AD),
und (PVvY)(PVvD).

Beweis. Sei F eine Wahrheitswertzuordnung,
Zu (i) F(@ v—®)=Max{ F(® ), 1 -F(® )} =1.
Zu (iv): F(®v—-Y¥Y)=Max{1-F(@®), 1-F¥)}=
=1-Min{ F(@), F(¥ )} = 1-F(@)-F¥ )=F— (P AY¥)),
und daher F(=®v-¥) <& (@AY =1.
Zu (v): FOA(DPVY))=F©)Max{ F(®),F¥)} =
=Max{ F(®)-F(®), F®)-F(¥)} =
, =Max{ F(OA® ), FIOAY )} =F(OAD)Vv(OAY)),
und daher F(OA (@ VP ) (OAD) v (OAY)) =1,
Die iibrigen Behauptungen werden auf analoge Weise bestiitigt. O

Bemerkung zum ‘tertium non datur’: Der sogepannte ,Satz vom ausge-
schlossenen Dritten [principium exclusi tertii seu medii inter duo contra-
dictorial)] wurde erstmals von Aristoteles in der ‘Metaphysik’ (4.Buch,
Abschnitt VIL1, Zeile 1011b24) und der Zweiten Analytik (1.Buch, Abschnitt I,

Zeile 71al4) ausgesprochen. Der Beweis beruht ganz wesentlich auf der

1) Prinzip des ausgeschlossenen Dritten oder Mittleren zwischen zwei sich
widersprechenden Aussagen
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Voraussetzung, dafl die auftretenden Teilaussagen ® und — @ aristotelisch sind,
d.h. einen der beiden Wahrheitswerte 0 oder 1 haben. Aulerhalb der extensio-
nalen zweiwertigen Logik ist der Satz vom ausgeschlossenen Dritten nicht
immer gliltig.

Bemerkung zu den ‘Burliius - v.Ockham - De Morgan-Regeln’: Diese beiden
Regeln wurden wohl zuerst von Walter Burldus (Burleigh) 1324 in seinem Werk
,De puritate artis logicae, tractatus brevior* formuliert. Er schreibt dort:

,Dicendum pro regula, quod contradictorium copulativae valet unam
disiunctivam habentem partes contradicentes partibus copulativae. Verbi
gratia, contradictoria huius copulativae: ‘Sortes currit et Plato currit’,
valet istam: ‘Sortes non currit vel Plato non currit’.

Alia regula est, quod contradictorium disiunctivae aequipollet copulativae
factae ex contradictoriis partinum disiunctivae. Verbi gratia, contradictoria
huius: ‘Sortes currit vel Plato currit’, valet istam: ‘Sortes non currit et
Plato non currit’.

Burldus (geboren um 1275, gestorben nach 1344) sagt, dafl die Negation einer
Konjunktion mit der Disjunktion der negierten Teilaussagen logisch dquivalent
ist und gibt als Beispiel, dal die Negation von ,,Sokrates 1duft und Platon iuft”
mit ,,Sokrates auft nicht oder Platon 1duft nicht logisch #quivalent ist. Danach
erwihnt er auch die dazu duale Regel. Siehe: W. Burleigh De Puritate Artis
Logicae etc., (Ph. Boehner, Herausgeber), Franciscan Institute Publications,
Paderborn 1955, p. 209). In dhnlicher Weise beschreibt auch Wilhelm von
Ockham (geboren um 1285, gestorben 1347) diese beiden Regeln in seiner 1325
geschriebenen Summa Logicae, pars secunda (Ph. Boehner, Herausgeber),
Franciscan Institute Publications, Paderborn 1954, pp. 316-317). Danach
werden diese Regeln auch von anderen Autoren immer wieder erwéhnt bis sie
schlieBlich im 18. Jahrhundert wieder vergessen wurden. In der Neuzeit werden
sie erstmalig wieder von Augustus De Morgan (1806-1871) in seiner
Abhandlung ,,On the syllogism, Part 3* (1858) erwibnt. Er formulierte die
Regeln wie folgt: '

~The contrary of an aggregate is the compound of the contraries of the
aggregants; the contrary of a compound is the aggregate of the contraries of the
components .

Diese Regeln bezeichnet man heute oft als ,,De Morgansche Regeln“. Es ist
sicherlich richtiger, sie mit den drei Namen, W. Burlius, W.v.Ockham und A.
De Morgan, zu verkniipfen.

— ok —
In der traditionellen Logik, so wie sie Jahrhunderte lang in der Philosophie
gelehrt wurde, geht man gelegentlich auch anders vor. Man stellt dort den Satz

vom ausgeschlossenen Dritten an den Anfang und folgert, daB jede Aussage
aristotelisch sein miisse, also einen der beiden Wahrheitswerte, 0 oder 1, haben
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miisse. Der Satz vom Widerspruch bewirkt, da3 eine Aussage nur hdchstens
einen der beiden Wahrheitswerte haben kann (vergl. August Stadler: Logik,
Leipzig 1912, Seite 9).

Die allgemeinen Distributiv-Gesetze: Man kann die beiden Distributiv-
Gesetze aus Satz 4.1 wie folgt verallgemeinern:
Seien Iy, I,...,1, endliche Mengen und [;xI,x... X1, ihr Cartesisches Produkt.

Fiir ein geordnetes n-tupel f sei f(i) die i-te Koordinate von f, also
f = {f(1), f(2),...,£(n)). Dann sind die folgenden Ausdriicke Tautologien:

(A W) e ( W/ APy ).
I<i<n je; fe [xIyx...x1, 1<i<n

und
1<i<n jel; fe I xIx...xI ~ I<i<n

Die Burldus-v.Ockham-De Morgan Formeln erlauben es, jeden £(—, A, \)') -
Ausdruck @ in eine einfache und iibersichtliche Form zu bringen.

Definition. Einen £(—, A, v)- Ausdruck @ der Form
A Wo,,
1<isn jel
(bei geeignter Wahl der Indexmengen I;) nennen wir einen Ausdruck in
konjunktiver Normalform, wenn dabei die Ausdriicke ®; entweder atomar

oder negiert-atomare Ausdriicke sind (d.h. wenn die Ausdriicke @ ; entweder die
Form A oder die Form — Ay haben).

Wenn man in dieser Definition die Zeichen fiir Konjunktion und Disjunktion
vertauscht, erhilt man die sogenannte disjunktive Normalform.

4.2 Satz Zu jedem L(—,A,Vv)-Ausdruck @ gibt es einen L(—,A,V)-
Ausdruck ¥ mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Y ist in konjunktiver Normalform,
(i) A®)=Aw(Y),
(i) Ye® ist eine Tautologie.
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Beweis (durch Induktion iiber den Formelaufbau):
1. Fall: @ ist atomar. Wir setzen == @ und haben nichts zu zeigen.
2. Fall; ® == 0. Zur Induktion nehmen wir an, dafl ©® eine konjunktive

Normalform hat, © < /A\VFJ , wobei die Ausdriicke T} atomar oder negiert-
atomar sind. Dann ist nach den Burlidus-v.Ockham-De Morgan-Regeln:

P eo-00-AWE o W AT
1<i<n jEIi 1Si£n jEIi

< M\ W —Ty;) (nach dem allgemeinen Distributiv-Gesetz).
fe Ijx...xI; 1<i<n

3. Fall; ®=*=®; AP, . Zur Induktion nehmen wir an, daB sowohl @ als auch
&, eine konjunktive Normalform haben,

(I)]_(—-) /)Q \WF] s (I)z(—)' /X\ V/ 1_3 R
1<i<n jel n+l<i<m jel;

wobei die I3 atomar oder negiert-atomar sind. Es ist klar, daB die Konjunktion
der beiden Normalformen bereits eine konjunktive Normalform von @ liefert.

4. Fall: == ®; v®, . Zur Induktion nchmen wir an, da sowohl @ als auch
@, konjunktive Normalformen haben. Aus dem allgemeinen Distributiv-Gesetz
folgt dann sofort, daB auch @ ;v @, eine konjunktive Normalform hat. a

Der folgende Satz ist ein erster Hohepunkt in dem Gebiet der Aussagenlogik. Er
zeigt, daB das Programm von Leibniz, das wir in der Finleitung geschﬂdert
hatten, zu einem kleinen Teil realisierbar ist. Wenn man priifen will, ob ein
vorgelegter £{—, A)- Ausdruck eine Tautologie ist, dann kann dies auf rein
mechanische Weise geschehen. M1t Leibniz darf man sagen ,,calculemus!® - laBt
uns nachrechnen!

4.3 Satz (P.Bernays 1918, E.L.Post 1921) Es gibt ein mechanisches
Verfahren mit dem man von jedem vorgelegten f(—,n,..})-Ausdruck ® in
endlich vielen Schritten entscheiden kann, ob er eine Tautologie ist oder nicht.

1. Beweis (nach E.L.Post): Sei ® e £(—,A,...) vorgegeben. Im ersten Schritt
erstellen wir das Klammergebirge Gg (siehe §2). Damit 146t sich in einem
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zweiten Schritt der Stammbaum von @ erstellen. Damit kann auch die Menge
At(® ) der atomaren Teilausdriicke von @ explizit bestimmt werden. Sei

At(d) =] Ail’ Aiz,..., Ain}.
Im dritten Schritt werden die sdmtlichen Wahrheitswertzuordnungen (siche §2)
F: At(®)— {0,1} (etwa in lexikographischer Anordnung) erzeugt. Fiir jede
derartige Wahrheitswertzuordnung F wird jetzt in einem vierten Schritt der Wert

F(®) berechnet, indem man von den Spitzen des Stammbaumes bis zur Wurzel
herabsteigt. Man belegt also zuniichst die atomaren Teilausdriicke Aij mit den

Wahrheitswerten F(Aij) und rechnet dann die Wahrheitswerte der unmittelbaren

Vorginger (im Formelstammbaum) aus, etc. Wenn F(®) =1 fiir jede der 2"
verschiedenen Wahrheitswertzuordnungen F gilt, dann ist @ eine Tautologie
und sonst nicht. 4

2. Beweis (nach P.Bernays): Sei ®e L(—,A,Vv) vorgegeben. Bringe @
zundchst gemiB Satz 4.2 in eine konjunktive Normalform Wi A¥on.. A p,.
Dabei ist jedes W¥; eine Disjunktion bestehend aus atomaren oder negiert-
atomaren Ausdriicken. Offenbar ist @ genau dann eine Tautologie, wenn jedes
Glied ¥; wenigstens zwei Terme enthélt, von denen das eine die Negation des
anderen ist. [

Bemerkung. Das Argument von Bernays zeigt etwas mehr als das Argument
von Post, ndmlich, daB ein £(—, A, v)- Ausdruck & genau dann eine Tauto-
logie ist, wenn in der konjunktiven Normalform ¥ A ... A%, von @ jedes Kon-
junktionsglied ¥ die Form (Ay, — Ay,) v T} hat (fiir geeignete atomare Aus-

driicke Ay, wobei wir A; — A, als Abkiirzung fiir —A; v A; schreiben). Diese

. auftretenden Implikationen sind auch im eigentlichen Wortsinne ‘Tautologien’.

Wir sehen, daB die von Wittgenstein vorgeschiagene Terminologie gar nicht'so
schr den eigentlichen Wortsinn ver}iBt.

—_— . — ok —

Wenn man das Entscheidungsverfahren konkret ausfiihren will, etwa nach dem
Muster des ersten Beweises (E.L. Post), dann muf man den Formelstammbaum
nicht aufzeichnen. Es geniigt, das Klammergebirge zu erstellen um alle Teil-
formeln zu erkennen. Jetzt kann man die Wahrheitswerte der Teilformeln der
Reihe nach ausrechnen. Man beginnt mit den kiirzesten Teilformeln und geht
der Reihe nach zu den lingeren tiber. Die errechneten Wahrheitswerte schreibt
man in die Spalten unterhalb der jeweiligen Junktoren,
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Beispiel. Ist (A AA) = Ag) & (Ay— (A, > Ajy)) eine Tautologie? - Wir
erstellen dazu eine Tabelle. Links vom senkrechten Doppelstrich schreiben wir
in die Spalten von Aq, A,, A4 die sdmtlichen Wahrheitswertznordnungen, etwa
in lexikographischer Anordnung.

*» Dann kann man die entsprechenden Wahrheitswerte von A; A A, ausrechnen,
und wir schreiben sie in die Spalte unterhalb von A.

* Als niichstes rechnen wir die Wahrheitswerte von A, — Ag aus und schreiben
sie in die Spalte unter den Implikationspfeil.

» Jetzt kann man auch die Wahrheitswerte von (A; A A,) — A5 ausrechnen und
wir schreiben sie in die Spalte unterhalb des Implikationszeichens — .

* Die Wahrheitswerte von A} — (A, — Aj) schreiben wir unter den ,,duBeren®
Implikations-Pfeil.

» Abschlieflend kann man die Wahrheitswerte des ganzen Ausdrucks aus-
rechnen, wobei wir die Werte unter den Doppelpfeil schreiben. Wir sehen, daf

sich immer der Wert 1 ergibt und wissen damit, daB der Ausdruck eine
Tautologie ist.

Al A2 A3 ((Al A A2) — A3) <> (Al — (A2 — A3))

¢ O 0

—t el d el (OO OO
e e S e T . B = S
—_ D = O = D e
_a—O OO OO
| T e e R e R S
e T e T e T e T e T - S
e e B e I I e
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Ubungsaufgaben zu §4

(1) Im ersten Teil von Goethes ,,Faust” heiBt es in der 2. Studierzimmer - Szene:

»Der Philosoph, der tritt herein

Und beweist Euch, es miifit’ so sein:

Das Erst’ wdr’ so, das Zweite so,

und drum das Dritt’ und Vierte so;

Und wenn das Erst’ und Zweit’ nicht wiir’,
Das Dritt’ und Viert’ wir nimmermehr, "

Prazisieren Sie diese Argumentation unter Verwendung von Klammern. Wie
muf} man Mephisto korrigieren , damit daraus eine Tautologie entsteht.

(2) Zeigen Sie, daf} die folgenden Ausdriicke Tautologien sind:
@ (@-»>¥)=((Ovd)—-(0OvY)),
@) (P-o>YHXA(¥Y-208))»(d—0).
(i) (OPAY)> (P VY).
iv) - (¥Ye(dAY)).
V) (D) (Yo(dvy)).
Vi) (PPl (dVY — OAY).

(3) Leibniz hatte um 1780 herum den folgenden tautologischen Satz gefunden,
den er voll Stolz ,,praeclarum theorema® nannte (G, W.Leibniz, Philos, Werke
(Gerhard, Herausgeber), Band 7, p.223). Zeigen Sie, daB dieses ,glinzende
Theorem* tatséchlich eine Tautologie ist:

(q)l —)q"l) A ((132—-) ‘Pz) - ((I)l ADy — Tl /\\Pz).

Zeigen Sie, daB auch (@) -5 W) A (@y) —> V) = (@ v &) — ¥ v ¥y eine
Tautologie ist.

(4) Zeigen Sie, daB das ,Peirce’sche Gesetz” (& — ¥) —» @) — ® cine
Tautologie ist [Peirce hatte es 1885 entdeckt und in seinem Essay ‘On the
algebra of logic, a contribution to the philosophy of notation’, Amer.J. Math.
7(1885), pp.180-202, (dort p.189) publiziert]. -

/
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(5) Zeigen Sie, daB fiir beliebige £-Ausdriicke @, ¥ und © stets
Q) (@Pe¥)o0)o (o (¥ 0) (Assoziativitdt)
und (i) (PeVY)eo(Po-Y).

Tautologien sind .

(6) Sei @ ein L(—, & )-Ausdruck. Zeigen Sie, dab ® genau dann eine
Tautologie ist, wenn jedes in @ vorkommende atomare Aussagensymbol Ap
geradzablig oft vorkommt, und ebenso — geradzahlig oft vorkommt.

Tip: Verwenden Sie Aufgabe (5), (i) und (ii).
(7) Geben Sie die konjunktive Normalform von — (AjA(Ayv Ag) A—Ay) an.

(8) Sei J ein cin-stelliger, extensionaler Junktor so, daB J(®) — (P — V') eine
Tautologie ist. Dann ist J die Negation oder das falsum.

(9) Sei J ein 2-stelliger, extensionaler Junktor.

(i) Wenn J(@, J(¥, @) und - J(J(®, @), —~J(®, ®)) Tautologien sind, dann ist
J die , Implikation®,

(i) Wenn J(®, J(¥, ®)) und —J(J(D, D), - J(D, ®)) Kontradiktionen sind,
dann ist J die , Priasektion®.
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§5. Der Begriff der Folgerung

Sei L irgendeine junktoreniogische Sprache, @ ein £-Ausdruck und X eine
Menge von L-Ausdriicken, also
$berund X L.

Wenn wir sagen, dafi @ aus X folgt, dann soll damit offenbar zum Ausdruck
gebracht werden, daB3 jemand, der bereit 1st, die Giiltigkeit aller Aussagen ¥ aus
% anzunehmen, auch die Giiltigkeit von ® zugestehen mufi. Wir definieren

daher:

Definition Sei ® € £ und Xc L. Wir sagen, dal @ aus T folgt [in

Zeichen: X ]=(I) ], wenn fiir jede Wahrheitswert-Zuordnung F mit F(W)=1
fiir alle ¥ € X stets auch F(®) =1 gilt. ,

Diese Fassung des Folgerungsbegriffs stammt aus der Antike (siehe etwa Sextus
Empiricus: ,,Gegen die Dogmatiker”, Buch II, §303; siche aber auch Bernard
Bolzano (1781-1848) ,,Wissenschaftslehre®, 1837, Band II, Seite 114 und Seite
396).

Die Notation X F=® wurde 1956 von dem nord-amerikanischen Logiker

Stephen Cole Kleene (1909-1994) eingefiihrt (t: ist eine Modifikation des
Fregeschen Urteils-Striches +— ).

Offenbar gilt {®} =Y genau dann wenn & —Y eme Tautologie ist. Das

deutet an, da zwischen der Folgerung = und der Implikation — eine enge
Beziehung besteht. Es gilt in der Tat der folgende Satz:

5.1 Satz:(Export-Import-Theorem) Fiir beliebige (- ,...)-Ausdriicke ® und
Y und beliebige Teilmengen L C £(— ...} gilt:

ZU{Pt =Y genaudannwenn L E=EO -V

Beweis. Wenn F eine Wahrheitswert-Zuordnung ist mit F(¥)=1 fiir alle

Y e X, dann gilt F(®@ — ¥ ) =1 genau dann wenn aus F(®) =1 stets F(¥) =1
folgt. 1
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Definition. Zwei £-Ausdriicke ® und ¥ heifien logisch dquivalent (in

Zeichen: ® = =), wenn sowohl {®} ="V als auch {¥'} = & gilt (d.h., wenn
® <> ¥ eine Tautologie ist).

Die Relation = gehort nicht zur Sprache £(—,..)! In der Tat ist |= eine
Relation zwischen Teilmengen und Elementen von £{—,...). Demgegeniiber ist
‘=" ein Junktor, der zur Sprache £(—,...) gehort. Satz 5.1 erlaubt es, den
Implikations- Pfeil aus der Sprache £(—>,...) heraus in die Metasprache (d.h. die
Sprache, in der wir iiber £(—,...) reden) zu exportieren, und umgekehrt auch die
metasprachliche Folge-Beziehung = in die Objekt-Sprache £(— ,...) hinein zu

importieren, In Satz 5.1 wird also der Folgerungsbegriff auf die Implikation
zuriickgefiibrt (und umgekehrt).

Wenn X eine Menge von £-Ausdriicken ist, fiir die es keine einzige Wahrheits-

wert-Zuordnung F mit F(d ) =1 fiir alle ® € X gibt, dann gilt offenbar L =¥
fiir jeden £-Ausdruck ¥. Aus solchen Mengen Folgerungen zu ziehen, ist wenig
interessant. Solche Mengen sind nicht ‘erfiiilbar’ im Sinne der folgenden
Definition.

Definition. Sei X eine Menge von L-Ausdriicken, £= .D(—:. —,...). = heiBt
erfiillbar, wenn es eine Wahrheitswert-Zuordnung F gibt, F: L—) {0, l} SO
daBl F(®) =1 fiir alle ® e Z.

Beispiele. Nach Proposition 2.3 ist die Menge {A1, Aj,..., Ap,...} aller atomaren
Aussagen erfiillbar. Dagegen ist die Menge aller £-Ausdriicke offenbar nicht
erfiillbar. - Wir werden in §7 zeigen, daf eine Menge von £ -Ausdriicken genau
dann erfiillbar ist, wenn sie ‘widerspruchsfrei’ ist.

—_ck —

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, was man grundsétzlich iber die

Folgerungen sagen kann, die man aus einer vorgegebenen Menge ¥ von
Pramissen zichen kann. Wir beginnen mit drei banalen Feststellungen:

e
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*) Wenn ¥ eine Tautologie ist, dann gilt fiir jede beliebige Menge £ von
L-Ausdriicken offenbar £ =Y.

(*#)  Wenn X eine unerfiillbare Menge von £-Ausdriicken ist, dann gili fiir
jeden beliebigen £-Ausdruck ¥ offenbar £ =Y.

(***) Aus einer Menge £ von Tautologien kann man nur Tautologien
folgern.

Interessant ist daher erst der Fall, in dem die Menge der Primissen erfiillbar ist,
aber nicht nur aus Tautologien besteht. Solche Mengen heiflen kontingent,
denn die Menge W aller Wahrheitswert-Zuordnungen wird dabei in zwei
disjunkte, nicht-leere Klassen zerlegt [im Lateinischen heifit contingére
‘berithren’, ‘sich gegenseitig bertihren’, ‘einteilen’, ‘in Kontingente zerlegen’].

Definition. Eine Menge £ von £-Ausdriicken heifit kontingent, wenn sie
erfiillbar ist, aber nicht von jeder Wahrheitswert-Zuordnung erfiillt wird.

Beispielsweise ist die Menge {A{, Aj,..., Ap,...} aller atomaren Aussagen
kontingent. Die Menge Taut aller Tautologien ist jedoch nicht kontingent.

Wir betrachten zunidchst den einfachen Fall {¥}E=® mit der Extremal-
Bedingung, daB ¥ und @ keine gemeinsamen atomaren Teilformeln haben.

5.2 Proposition: Fir die L(—, >, ...)-Ausdriicke ® und ¥ gelte { ¥ } (=@
und At(Y) N AK®) =D, Dann ist entweder ¥ eine Kontradiktion oder © eine
Tautologie.

Beweis. 1.Fall: ¥ ist eine Kontradiktion. Dann ist die Behauptung giiltig und
wir sind fertig. 2. Fall: ¥ ist keine Kontradiktion. Dann gibt es eine Wahrheits-
wertzuordnung F mit F(¥) =1. Sei jetzt G eine beliebige Wahrheitswert-
zuordnung. Wir betrachten die Einschriinkungen f=F1 At(¥) und g=G1 At(®).
Weil At(¥) und At(® ) disjunkt sind, ist f U g eine Funktion, die nach
Proposition 2.4 zu einer Wahrheitswert-Zuordnung H fortgesetzt werden kann.
Es gilt dann F{At(¥) =H1AK¥) und daher nach dem Koinzidenz-Theorem
2.5: 1=F(¥)=H(¥). Wegen { ¥} £ @ gilt dann auch H(® ) = 1. Nun ist aber
auch G1At(@)=H1At(®) und daher nach dem Koinzidenz-Theorem
G(®)=H(®), also 1 =G(® ). Da G belichig war, ist ® eine Tautologie. a
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Mit demselben Beweis folgt die etwas stirkere Aussage:

5.2*% Proposition: Wenn £ =0 und At(Y) N AWD) = O fiir jedes Ye %,
und wenn T erfiillbar ist, dann ist © eine Tautologie. a

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, in dem die Primissen und die daraus
gezogene Folgerung gemeinsame atomare Teilformeln besitzen. In diesem Fall
gilt der folgende Interpolations-Satz von William Craig:

5.3 Interpolations-Satz (W. Craig, 1957): Fiir die L-Ausdriicke @ und ¥

gelte { ¥} =D und At(Y) N ALD)# . Dann gibt es einen L-Ausdruck ©
mit den folgenden Eigenschaften:

@) AHO)=AtY) N A(D), und

() {¥Y}=Ound {O}=0.
Beweis. Sei At(Y) - At(d) = {Aip Aig - Ain}' Wenn At(W)~At(@)=1,

also At(W) < At(® ), dann konnen wir © == ¥ setzen und sind offenbar fertig.
Wir nehmen daber jetzt den Fall At(Y) — At(® ) # & an. Wir wiihlen irgendeine
atomare Aussage Age At(Y) m At(®). Fiir eine beliebige Funktion f von

{1,2,...,n} in {0,1} sei ¥; der £-Ausdruck, der aus ¥ entsteht, indem man fiir
jedes k mit 1 £k <n, jedes Aik , iberall wo dieses Symbol in ¥ vorkommt, im
Falle f(k) =0 durch (AgA —Ag) und im Falle f(k)=1 durch (Agv —Ag)
ersetzt. In ¥y kommen die Aj (fir 1<k <n) nicht mehr vor; die iibrigen

atomaren Aussagen aus At(¥) m At(®) sind unverindert stehen geblieben. Es
gilt also offenbar At(\¥;) = At(F) N At(®).

1. Behauptung: fiir jede Abbildung f von {1,2,...,n}in {0, 1} gilt: {¥;} =@.
Sei dazu F irgendeine Wahrheitswert—Zuordnung mit F(¥p) =1. Sei g die wie
folgt definjerte Funktion: _

F(Aj) fiir alle atomare Ausdriicke Aj g At(Y) - At(D),
g(Aj) = _
£(i) fiir alle A; € At(Y) - At(D).
Nach Proposition 2.4 gibt es genau eine Wahrheitswertzuordnung G mit g < G.

G und F stimmen auf At(® ), und daher erst recht auf At(¥) " At(®) iiberein.
Die atomaren Ausdriicke A; aus At(Y)-At(®) werden unter G genauso
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bewertet wie die Ausdriicke (AgA —Ag) bzw. (Agv —Ag), die in '} anstelle
von Aj geselzt wurden. Es gilt also G(Y) = F(¥p) , also G(Y) = 1. Nach Voraus-

setzung gilt { Y } |=® und wir erhalten daher G(® ) = 1. Aber F und G stimmen
auf At(® ) tiberein, also gilt G(® ) = F(® ) nach dem Koinzidenz-Theorem 2.5,
und somit F(P ) =1. Damit ist { ¥} = ® bewiesen.

Wir setzen jetzt '

0= W ¥
fe M
wobei M die Menge aller Abbildungen f von {1,2,...,n} in {0,1} sei. Es gilt
dann At(®) = At("F) N At(®) und aus der 1. Behauptung folgt sofort {@} = .

2. Behauptung: es gilt. {¥} =0.

Sei dazu H irgendeine Wahrheitswert-Zuordnung mit H(¥) = 1. Sei h die wie
folgt definierte Funktion: h(k)= H(Aik) fir 1 <k<n Offenbar ist dann

H('¥},) = 1 und daher auch H(®) =1, denn ¥, ist ein Disjunktionsglied von 8.
Darmit ist alles bewiesen . a

In §7 (Satz 7.5) werden wir den folgenden ‘Endlichkeits-Satz’ beweisen:
Sei X eine Menge von L-Ausdriicken und ® e L beliebig. Wenn L =0,
dann gibt es eine endliche Teilmenge A von T mit A =@ .

o

Unter Verwendung dieses Satzes kénnen wir den Interpolations-Satz etwas
verschérfen.

5.3*% Interpolations-Satz: Sei L=1(—,—,..., Y, A ) eine junktoren-
logische Sprache, die auch die Konstanten Y’ (das verum) und A (das falsum)

enthdlt, und sei T eine Menge von L-Ausdriicken und ® e L. Wenn £ =,
dann gibt es einen L-Ausdruck © mit den folgenden Eigenschaften:

O A®)YcAHD) N U {AY); PeX},und
(i) TEOund {O}=.

Beweis. Aus £ =@ folgt nach dem oben angegebenen Endlichkeitssatz 7.5 die

Existenz einer endlichen Teilmenge A von £ mit A =@ . Sei I" die Konjunktion
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aller Ausdriicke, die in A liegen. Dann gilt auch {T'} =@ und wir kénnen die

Interpolations-Sétze 5.2 und 5.3 anwenden. Dabei kann man 5.2 als Spezialfall
von 5.3 ansehen, wenn man im Beweis von 5.3 sagt, daB (in der dort benutzten
Notation) ¥ der £-Ausdruck sei, der aus W entsteht, indem man fiir jedes k mit

1 <k<n, jedes Aj,_, iiberall wo dieses Symbol in ¥ vorkomumt,

im Falle f(k)=0 durch das falsum (A, , und
im Falle f(k)=1 durch das verum Y

ersetzt. Es gibt also einen interpolierenden £-Ausdruck ® mit { I'}|=© und
[@}=®. Wegen Z{=T haben wirauchZ}=0. U
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Ubungsaufgaben zu §5
(1) Priifen Sie, ob die folgenden Aussagen fiir beliebige X < £ und ®,%Y e L
giiltig sind:
(1) WemXZE=® oderZ =Y,danmauch =0 vY¥ ?
(i) WennX|=®v¥,damnauchZ =® oderZ =Y 7

(2) Beweisen Sie, dal} fiir beliebige £-Ausdriicke @, ¥ und © gilt:
Ov¥|=0 genaudannwenn @ =@ und ¥ |=0.

(3) Fiir einen £-Ausdruck ¥ mit At(W) = {Ai1’ Aiz . Ain} und eine beliebige

Funktion f von {1,2,...,n} in {0,1} sei ¥¢ der £-Ausdruck, der aus ¥ entsteht,

indem man fiir jedes k mit 1 <k <n, jedes Aik , iiberall wo dieses Symbol in ¥

vorkommt, im Falle f(k} =0 durch (A; A —A;) und im Falle f(k)=1 durch

(Ayv —=Ay) ersetzt. Sei P# die Disjunktion all dieser Ausdriicke ¥, wobei {

die Menge M aller Funktionen von {1,2,...,n} in {0,1} durchliuft. Es ist

At(P¥) = {A;}. Beweisen Sie:

(i) ¥ isterfiillbar genau dann wenn w# eine Tautologie ist.

() ¥ ist une_rfiillbar genau dann wenn ¥# eine Kontradiktion ist.

(4) Seien ©, ¥ und ® L-Ausdriicke. Zeigen Sie:
() (@ (Fo0))gE(DAY < DAO).
) (0> (Yo))mRF(PVY « dvB)

(5) Seien @4, @5 und ¥ L-Ausdriicke und es gélte E (P Ady) =Y. Zeigen
Sie, dafl es Ausdriicke ¥ und ¥ gibt mit F®; =»¥; und F $5 - ¥ und

CE(P AT o P,

(6) Eine Menge ¥ von £-Ausdriicken heift konsequential-abgeschlossen, wenn
fiir jeden £-Ausdruck @ gilt: wenn 2 E® , dann ® € ¥.

Beweisen Sie das folgende Sitzchen von A.Lindenbaum (cf. A. Tarski, Werke
Band 1, pp.313-320): Es secien ¥4, ¥,,..., ¥ endlich viele konsequential-
abgeschlossene Mengen von £-Ausdriicken und ¥; # § {%,; 1 <k<n} fir alle
1<i<n.Dannist |J {%¥;; 1<k <n} nicht konsequential-abgeschlossen.
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§6. Ein Aussagen-Kalkiil

Wir haben in §5 den Folgerungsbegriff in voller Allgemeinheit definiert. Der

Folgerungsbegriff ist auch ,richtig” definiert worden, wie das Export-Import-
Theorem zeigt. Allerdings hat diese Art des Folgerns sehr wenig mit dem
Beweisen, so wie es in der Mathematik {iblich ist, zu tun. Um zu zeigen, daB
eine Aussage © aus einer Menge £ von Axiomen (oder Primissen, Annahmen)
folgt, arbeitet man in der Mathematik nicht mit Wahrheitswert-Zuordnungen,
sondern mit Schluf-Regeln. Man ,.folgert“ nicht © aus X, sondern man leitet @
aus X ab. In einer Ableitung (Herleitung, oder Deduktion) von @ aus T schreibt
man einzelne Aussagen untereinander oder hintereinander, wobei eine Aussage
nur dann hingeschrieben werden darf, wenn sie eine Primisse aus X ist, oder ein
logisches Gesetz (d.h. eine Tautologie), oder unter Verwendung gewisser
Schlufiregeln aus den vorangegangenen Aussagen geschlossen werden kann.
Wenn am Ende einer derartigen Sequenz von Aussagen die behauptete Aussage
@ steht, dann ist die Sequenz eine Herleitung (also ein Beweis) von @ aus X .

Wir wollen jetzt versuchen, dem Folgerungs-Begriff einen gléich-starken
Deduktions-Begriff gegeniiber zu stellen. Es mag dabei tiberraschend sein, daf3
wir mit sehr wenigen und auch sehr einfachen Ableitungs-Regeln und logischen
Gesetzen auskommen. Wir bendtigen nur die beiden Tautologien
> (¥—-P)
und
(=¥)=> (Y>> 0)
und die beiden Ableitungs-Regeln: . ,
‘modus ponens’: von & und ® >Y¥ darf manzno ¥ iibergehen;
‘Fallunterscheidung’: von ® > ¥ und (= ® ) — ¥ darf man zu
Y iibergehen.

Es kommen noch zwei einfache kombinatorische Regeln hinzu, die sich auf den
Umgang mit den Primissen einer Ableitung beziehen.

Der ‘modus ponens’ (genauer: modus ponendo ponens) besagt, daB man in
einem Bewets, in dem man bereits @ und auch & — ¥ bewiesen hat, auch ¥
als bewiesen anschen darf. Es handelt sich um eine SchluB-Regel, in der durch
‘Setzen’ (lat.: ponendo) von @ auch ¥ (im SchiuB-Satz) ‘gesetzt’ (lat.: ponens)
wird.
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Die zweite Regel formalisiert das iibliche Beweis-Verfahren durch Fall-Unter-
scheidung. Wenn man ¥ beweisen kann, falls @ gilt, und wenn man ¥
beweisen kann, falls @ nicht gilt, dann hat man ¥ schlechthin bewiesen.

Wir geben jetzt die exakte Fassung des Begriffes einer Herleitung (d.h. des
Deduktions-Begriffes). Dazu geben wir einen Kalkiil an, d.h. ein Regelsystem
mit rein mechanisch ausfiihrbaren Regeln, mit dessen Hilfe wir schrittweise
Beweisfiguren erzeugen konnen. Eine Beweisfigur ist dabei ein geordnetes Paar,
das aus einer endlichen Liste (oder einer endlichen Menge) ¥q,'¥>,...,¥,, von

Prémissen und einer Aussage @, die als Konsequenz dieser Primissen ange-
sehen werden soll, besteht. Diese Beweisfiguren notieren wir als Sequenzen
(also als Folgen), wobei wir zwischen die Liste der Primissen und die
Konsequenz ein Trennungs-Zeichen setzen. Als Trennungs-Zeichen nehmen wir
I-. Eine Beweisfigur hat also immer die Form ‘¥;,¥,,...,¥, - @, wobei n=0

sein darf (die Liste der Primissen wire in diesem Falle leer). Im Folgenden sei £
die junktoren-logische Sprache L{—, —).

Ein Aussagen-Kalkiil

Regel (R1): Wenn A eine endliche Liste von £-Ausdriicken ist und ® und ¥
beliebige £-Ausdriicke sind, dann darf man die Sequenz
AL ® - (¥ — @) hinschreiben,

Regel (R2): Wenn A eine endliche Liste von £-Ausdriicken ist und @ und ¥
beliebige £-Ausdriicke sind, dann darf man die Sequenz
AF(mP)—=» (P D) hinschreibcn.

Regel (R3):  Wenn A eine endliche Liste von £-Ausdriicken ist und ® in dieser

Liste vorkommt, dann darf man die Sequenz A |- ® hinschreiben. .

Regel (R4), Wepn man A FW hinschreiben darf und wenn X eine endliche
%iﬂﬁﬁungs Liste von £~Ausdriicken ist, in der mindestens alle Ausdriicke aus
-Regel A vorkommen, dann darf man auch X ¥ hinschreiben.

Regel (}}5% Wenn A eine endliche Liste von £-Ausdriicken ist, ® und ¥ £-
rﬁ;‘;ﬁ‘ Ausdriicke sind, und wenn man A-® und auch Al & — ¥

ponens: hinschrejben darf, dann darf man auch A ¥ hinschreiben.

Regel (R6), Wenn A cine endliche Liste von £-Ausdriicken ist und ® und ¥
genannt beliebige £-Ausdriicke sind, und wenn man A, ® ¥ und auch
Fallunter- A,—® ¥ hinschreiben darf, dann darf man auch A ¥
scheidung: hinschreiben.
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Derartige Kalkiile werden nach einem Vorschlag von Ernst Schroder ‘Aussagen-
kalkiile’ genannt (siehe E. Schroder: Vorlesungen iiber die Algebra der Logik,
Leipzig 1890, Seite 161), Wir schliefen uns diesem Vorschlag an.

In Regeln (R6) bezeichnet A , ® die Liste der £-Ausdriicke, die man erhilt,
wenn man an das Ende der Liste A den Ausdruck <& anhéngt.

In der Verdiinnungs-Regel (R4) wird nicht verlangt, daB X eine Fortsetzung
(Verlingerung) der Liste A sei. Die Reihenfolge, in der die Ausdriicke aus A in
der Liste X wiederkehren, ist beliebig. Daher fillt die folgende Vertauschungs-
Regel unter die Verdiinnungs-Regel (R4):

Vertauschungs- Wenn man ¥,'¥,,...,'¥, - ® hinschreiben darf und wenn 7

Regel (R7): eine Permutation der Ziffern 1,2,...,n ist, dann darf man auch
‘Pﬂ(i)"yn(Z)," "‘PTC(II) + @ hinschreiben.

6.1 Lemma: Wenn A eine endliche Liste von L-Ausdriicken und @ ein
beliebiger L-Ausdruck ist, dann darf man die Sequenz A - ® — @
hinschreiben.

Beweis: Wir schreiben einige Sequenzen auf, die wir unter Verwendung der
Regeln (R1) bis (R6) hinschreiben diirfen:

@) A,® DS (DP>D) nach (R1),

(ii) A,® LD nach (R3),

(ii1) A, FO-OD aus (i), (ii) mit modus ponens (R5),
(iv) A,—-® L(—-®)>(®—>D) nach(R2),

v) A—-®D -0 nach (R3), .

{vi) A, OO aus (iv), (v) mit modus ponens,
(vii) A LP>5O aus (i1i), (vi) mit Fallunterscheidung.

Dies zeigt, daB wir A - @ — @ hinschreiben diirfen.

6.2 Definition. Sei ® € £ und L £. Wir sagen, daB @ aus T herleitbar
ist [in Zeichen: ¥ | @], wenn es endlich viele £-Ausdriicke ¥},%,,.... ¥, € X

gibt, so daf} die Sequenz ¥;,'V,..., ¥, - @ aufgrund der Regeln (R1) bis (R6)

des Aussagen-Kalkiils hingeschrieben werden darf [Auf die Reibhenfolge der
Pramissen kommt es dabel nach (R7) nicht an!].

Wir haben in dieser Definition dasselbe Zeichen ‘F’ benutzt, das wir auch in
den Sequenzen zur Trennung der Primissen von ihren Konsequenzen verwendet
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hatten. Nach Regel (R4) ist diese neue Verwendung nur eine Erweiterung der
bisherigen Verwendung,

Das Zeichen - geht auf Gottlob Frege zuriick und wird ,,Urteils-Strich* genannt.
Frege hatte es 1879 in seiner ,,Begriffsschrift” eingefiihrt.

Herleitungen werden wir auch Deduktionen nennen.

Wir haben den Aussagen-Kalkiil aufgestellt, um dem Folgerungs-Begriff einen
gleichwertigen Deduktions-Begriff gegeniiberzustellen. Wir miissen jetzt noch
zeigen, daB beide Begriffe gleichwertig sind.

6.3 Satz (Korrektheit des Aussagen-Kalkiils) Sei @ e £ und T L. Wenn
@ aus X hergeleitet werden kann, dann ist ® auch eine Folgerung aus 2., mit
anderen ‘Worten':

wenn X ®,dann X =®.

Bewejs. 1. Schritt: Wir zeigen zuerst (durch Induktion iiber die Anzahl der
Anwendungen der Kalkiil-Regeln), daB fiir jede Beweis-Figur A ®, die

aufgrund der Regeln (R1) bis (R6) hingeschrieben werden darf, immer A = &
gilt. Fiir (R1), (R2), (R3) und (R4) ist dies trivial.

Wir betrachten den modus ponens (R5): vorausgesetzt wird in (R5), daBl man
A+® und A+® —Y hinschreiben darf. (R5) erlaubt dann,auch A I-¥ hin-
zuschreiben. Nach der Induktions-Annahme ergibt sich aus A ® aber

AlFE®und aus A D — V¥ auch A =® —V. Daraus ergibt sich aber offenbar
auch Al="Y.

Wir betrachten die Regel (R6). Aber auch diese Regel ist offenbar korrekt.
Damit ist der 1. Schritt durchgeftihrt.

2. Schritt: Wenn jetzt T eine beliebige Menge von £- Ausdriicken ist fiir die
Z - @ gilt, dann gibt es definitionsgemilB (Def. 6.2) eine endliche Teilmenge
A< X so, daB A - ® aufgrund der Regeln (R1) bis (R6) hingeschrieben werden

darf. Nach dem Ergebnis des ersten Schrittes gilt dann auch A =@ . Wegen
A < Z gibt dann aber erstrecht X =0 . Qa

DaB von Satz 6.3 auch die Umkehrung gilt, werden wir im folgenden §7 zeigen,
Die Propositionen und Theoreme, die wir in diesem §6 jetzt noch beweisen
wollen, werden im Beweis der Umkehrung nicht gebraucht!
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Wir beginnen mit einem grundlegenden Satz, der das Auffinden von Deduk-
tionen (d.h. Herleitungen) im Kalkiil sehr erleichtert. Es ist das sogenannte
‘Deduktions-Theorem’, das (fiir andere Kalkiile) zuerst von Alfred Tarski in
seiner Arbeit , Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik
(Comptes Rendus Soc. Sci. lettr., Warschau, Band 23 (1930)) formuliert wurde
(dort als Axiom 7*). Die Bezeichnung ,,.Deduktions-Theorem® geht auf David
Hilbert und Paul Bernays (,, Grundlagen der Mathematik“, Band T (Berlin 1934,
p.154) zuriick. Es handelt sich um eine Variante des Export-Import-Theorems.

" 6.4 Deduktions-Theorem Fiir beliebige Ausdriicke ®,VYe £(—,—,...)
und beliebige endliche Folgen T von £{—, -~ ,...) -Ausdriicken gilt:

Z+-d->Y genaudannwenn L ,ORW.

Bewetis. Wir beweisen zuerst die Richtung von links nach rechts ,,=

@) Y LY nach Voraussetzung,

(ii) 2,0 LY nach (R4),

(iii) X, D nach (R3),

(iv) 2,0 Y aus (ii) und (iii) mit modus ponens.
Umkehrung ,,&"

G) I, ok+Y nach Voraussetzung,

(i) 2,0 LV (DoY) nach (R1),

Gii) 2,0 PV aus (j) und (jj) mit modus ponens,
Gv) 2,20 (D) nach (R3),

(v) 2,0 F(-®) > (P—>Y¥) nach(R2),

v]) 2,20 O VY aus (jv) und (v) mit modus ponens,
(vij) LY aus (jjj), (vj) mit Fallunterscheidung.

" Damit ist alles bewiesen. Q

6.5 Propositien. Fiir beliebige Ausdriicke ® € L=L(—,—,...) gilt:
@ KF(=-0)>,
b D> (—-D).

Beweis fiir (a):

) F{(—=—®) > ((=®)—>®) nach (R2),
(i) ——D, D L aus (1) mit zweifacher Anwendung
des Deduktionstheorems 6.4,

(iii) —®, ——® @ aus (ii) mit (R4) [genauer (R7)],
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(iv) 1P (D) > O aus (i) mit dem Deduktionstheorem,

) ® — ((——®) - ®)nach (R1),

(vi) O (D) D aus (v) mit dem Deduktionstheorem,
(vii) (D) - D aus(iv),(vi) mit Fallunterscheidung.
Beweis fiir (b):

() (a=P) =3 (P> (——D)) nach (R1),

) =D P - (D) aus (j) mit dem Deduktionstheorem,
Gii F(=®) > (®>—=-®)  nach (R2) mit ¥== ——®,
Gv) - D — (D) aus (jjj) mit dem Deduktionstheorem,
(v) @ — (D) aus (3j), (jv) mit (R6). 3

6.6 Proposition, Fiir beliebige Ausdriicke ®,¥ e L(—,—,...) gilt:
@)= (P D)

Beweis. Nach dem Deduktionstheorem geniigt es, ® > ¥, ¥ —@ zu
zeigen. Wir beginnen jedoch mit einer etwas grofieren Menge von Primissen:

@) 5P, -, Lo nach (R3),

ii) ®>V¥,-¥,® -®—3Y¥ nach(R3),

(1) OS5V, Y, 0 Y aus (i), (ii) mit modus ponens,
(iv) OV, ¥, LV nach (R3),

~) O H>P, VD (= F)>(F>—d) nach (R2),

(vi) O->Y, YO > —D aus (iv), (v) mit modus ponens,

(vii) @Y, ¥,® -—-® aus (i), (vi) mit modus ponens,

(vii) @Y, -VP,-® -—®  nach (R3),

(ix) ®->Y, VY D aus (vii), (viii) mit (R6),

und daraus folgt mit dem Deduktions-Theorem 6.4 die Behauptung, &

6.7 Proposition, Fiir beliebige Ausdriicke ®,¥,@¢ L(—,—,...) gilt die
folgende Distributions-Regel:

F(@2=(¥—0) > (0-¥)—(0—8)).
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Beweis. Nach dem Deduktionstheorem 6.4 geniigt es,
P> (¥—0),0->¥Y,9 O
zu zeigen. Wir beginnen daher wie folgt:

(1) - (Y->6),0-Y¥Y,0 nach (R3),

(i1) G (¥Y—20),0->Y¥Y,d LO—->Y nach(R3),

{ii1) P> (¥Y—0),0->Y,0 LY aus (i),(ii) mit modus ponens,
@av) P (¥V—-0),0->Y¥Y,0 O (Y —-0) nach (R3),

(V) P> (V-5 0),0->¥Y,d -¥Y—>0 aus (i),(Av) mit modus ponens,
(vi) P> {(¥Y—-0),0-Y¥Y, 0 -0 aus (iii),(v) mit modus ponens.

Eine dreifache Anwendung des Deduktions-Theorems liefert die Behauptung.iJ

Historische Bemerkungen.

7 Einen Deduktions-Kalkiil fiir die Aussagen-Logik hat zuerst Gottlob Frege
1879 in seiner , Begriffsschrift” aufgestellt. Frege geht von sechs Tautologien
und einer einzigen SchluB-Regel, dem modus ponens, aus. Die sechs Tauto-
logien sind (in der Fregeschen Numerierung):

(§1) > (¥Y-0),
(§2) (O (Y—>2))=>((6-Y¥)»(@—-D)).
{(83) (YD) (Y- (0—-D)),
(§28) (Y2P)>(~P->-Y), '
#31) (= P)-0,
Nachtukasiewicz (1929) ist die dritte Tautologie (§8) entbehrlich, weil sie aus
den iibrigen ableitbar ist. Frege gibt fiir viele weitere Tautologien Herleitungen

in seinem Kalkiil (den KettenschluB beweist er auf Seite 35, die Tautologie
(—®) = (D — YY) auf Seite 45, etc).

6.8 Satz. Jeder Ausdruck, der im Fregeschen Kalkiil herleitbar ist, ist auch in
unserem Aussagenkalkiil herleitbar. [Zusatz: Nach dem Vollstindigkeits-Satz,
den wir in §7 beweisen werden, gilt davon auch die Umkehrung].

Beweis. Die Axiome (§1), (§2), (§28), (§31) und (§41) von Freges Kalkiil stehen
nach Regel (R1) und den Propositionen 6.5(a),(b), 6.6 und 6.7 auch in unserem
Ableitungs-Kalkiil zur Verfiigung. Der modus ponens ist in beiden Kalkiilen
verfiigbar. Jede Herleitung einer Aussage in Freges Kalkiil ist daher auch eine
Herleitung in dem von uns angegebenen Kalkiil. 0
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q Alfred Tarski erwihnt in seinem Essay ,, Untersuchungen itber den Aussagen-
kalkiil* (Comptes rendus des séances de la Soc.Sci. et lettr.de Varsovie, Band
23(1930), pp.30-50) den folgenden Aussagen-Kalkiil von Jan ¥ukasiewicz, der
von drei Tautologien

(L1) (P> D)—>D,
L 2) (DY),
(L 3) (P->P)>(Yo0)>(D-0)).

und dem modus ponens als einziger SchluB-Regel ausgeht. Hier sind die
vorausgesetzen Tautologien (1), (I.2) und (L3) zwar sehr einfach, aber das
Herleiten ist etwas miihsam.

q§ J.G.P.Nicod hat einen Aussagen-Kalkiil angegeben, der nur auf einer
einzigen Tautologie und einer einzigen SchluBregel beruht. Er betrachtet die
Junktoren-logische Sprache £(1), deren einziger Junktor der Sheffer-Strich ist.
Nicod verwendet die Tautologie (von Nicod ,,the Prop” genannt):

@110 | ((TITITHI((TIE) (@) (@1T))) )
und die folgende Schluf-Regel (von Nicod ,.the rule” genannt):

von @ und @ |(¥|©) darf man zu @ iibergehen.

(in die Sprache Z(—, A,...) iibersetzt: von @ und ® - (WAO) darf man zu
0 iibergehen).

Diese Schiufi-Regel ist stéarker als der modus ponens, da in einem Schritt zwei
Ausdriicke elimiert werden kdnnen. - Siehe Seite 35 in:

Jean Nicod: A reduction in the number of the primitive propositions of logic,
Proceedings of the Cambridge Phi. Soc., Band 19 (1917), pp.32-41,
eingegangen am 30. Okt. 1916. _

T Der von uns vorgeschlagene Kalkiil ist von Gerhard Gentzens Sequenzen-
Kalkiil aus den Jahren 1934 und 1938 etwas beeinfluBt. Er hat zwei Tautologien,
zwei kombinatorische Regeln und zwei SchluB-Regeln (modus ponens und
‘Fallunterscheidung’). Jm modus ponens wird rechts vom Urteilsstrich |- und in
der Fallunterscheidungs-Regel links vom Urteilsstrich F ein Ausdruck
elimipniert. Von den verwendeten Tautologien entsteht (-~ ®) —» (@ —¥) aus
O — (¥ — @), indem man (¥— ©) durch die Kontraposition (—® — —¥)
ersetzt. Es wurde jedoch (- ®) > (@ > ¥ )und nict @ 5 (- P —--¥)
verwendet, weil es darauf ankommt, in Herleitungen Negations-Zeichen ab-
bauen zu konnen. Aber ¥ ist hier beliebig und daher kann —¥ durch ¥ ersetzt.
werden. _
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Durch die Forderung der Giltigkeit von ®@ = (¥-—=®) und (—%¥) - (¥— ®)
werden (in Gegenwart der librigen Regeln des Kalkiils) das Negations-Zeichen
und der Implikations-Pfeil (implizit) definiert, denn die erste Formel besagt, daB
¥ & wahr ist, wenn das Sukzedenz @ wabhr ist, und die zweite Formel
besagt, dafl ¥ — @ wabhr ist, wenn das Antezedenz W falsch ist.

Bemerkungen zum modus ponens. Alle Kalkiile verwenden den modus
ponens. Es handelt sich hier um eine Regel, die schon in der Antike in der
Megarisch- Stoischen Schuie bekannt war (vergl. Sextus Empiricus: Pyrrh. Hyp.
ii,157f, und Adv.Math. viii, 224f). Apuleius von Madaura (er lebte von etwa 125
bis 1757) umschrieb in seinem Buch ,, Peri Hermeneias® (Abschnitt 13) den
modus ponens wie folgt:

»Stoici ... pro litteris numeros usurpant, ut: si primum, secundum; atqui
primum, secundum igitur*.

»Pie Stoiker benutzen Zahlen anstelle von Buchstaben, beispielsweise so:
wenn das Erste, dann das Zweite; aber es gilt das Erste, also gilt auch das

Zweite.“
Apuleius gab in dieser Schrift (Abschnitt 7) auch das oft zitierte Beispiel:
,»S1 dies est, lucet; Wenn es Tag ist, ist es hell;
atqui dies est; Nun ist es aber Tag;
lucet igitur. also ist es hell.

Ein hiibscheres Beispiel kann man in dem Theater-Stiick ‘Der Kontrabaf3’ von
Patrick Siiskind finden (1980, Urauffiihrung im Cuvilliés Theater Miinchen am
22.9.1981). Der Kontrabassist spricht dort:

»Also ich sage Thnen, diese Sdngerin, ... sie heifit itbrigens Sarah, ich sage
Ihnen, die kommt einmal ganz grofS raus. Wenn ich was verstehe von
Musik, und ich verstehe etwas davon, dann kommt die ganz grof raus.”

Es geht um die Behauptung, daf Sarah ganz grof heraus kommen wird. Der
Beweis wird nachgeliefert: (1) “Wenn ich was von Musik verstehe, dann kommt
sie ganz grof heraus’ und (2) ‘Ich verstehe was von Musik’. Eine perfekte
Anwendung des modus ponens!

Bemerkungen zur Regel (R6). Diese SchluB-Regel hat wohl erst Gerhard
Gentzen 1934 in seiner Arbeit ,, Untersuchungen iiber das logische Schliefien*
(Math. Zeitschrift, Band 39 (1934), pp. 176-210 und 405-431) explizit formu-
liert. In mathematischen Beweisen waren Beweise durch Fall-Unterscheidung
schon lange in Gebrauch, aber dieses Verfahren war vorher nie explizit als
SchluB-Regel formuliert worden.

Bemerkungen zur Terminologie: Eine logische Folgerung wird auch als

Schluss (Konklusion) bezeichnet. Das Wort ‘schliessen’ (lat.: concludére) hat
dabei die eigentliche Bedeutung von ,abschlieBen, einsperren, begrenzen
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(beenden), auf engem Raum zusammenfassen, in ein geschlossenes Ganzes
bringen®. Daraus ergab sich in der Rhetorik die Bedeutung, daB ein ‘Schluss’
diejenige Aussage ist, die auf engem Raum das zusammenfafit, was vorher in
aller Ausfiihrlichkeit und allen Einzelheiten dargelegt wurde. Ein ‘Schluss’
beendet die Argumentationskette.

Bei Cicero wird der logische Schlu8 mit dem Wort ratiocinatio wiedergegeben.
Das Wort ist aus ratio und notio zusammensetzt. Aristoteles hatte den logischen
SchluB mit dem Wort svurépoouo bezeichnet. Dabei hat das Verb coprepoivewv
die eigentliche Bedeutung von ,,zusammen zustandebringen®.

Literatur

Gottlob Prege: Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formel-
sprache des reinen Denkens. Halle an der Saale, 1879.

Gerhard Gentzen: Untersuchungen iiber das logische Schlieffen. Mathematische
Zeitschrift 39 (1934), pp.176-210 und pp.405-431.
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Ubungsaufgaben zu §6

(1) Zeigen Sie die Giiltigkeit des folgenden Kettenschlusses:
Wenn 2O —->Y und ALY 50 ,damn 2, AP 5O

(2) Zeigen Sie: fiir beliebige Ausdriicke ® ,We L(—,—,...) das folgende
Prinzip der reductio ad absurdum gilt:

F(@>Y)>{(d— —a¥)— @),

(3) Seien ® und¥Y (—,—)-Ausdriicke. Geben Sie Herleitungen fiir die
folgenden Kontrapositions-Regeln:

@ FEY—>2-0)>(0d—-W),

(4) Seien ® und Y 1(—,—)-Ausdriicke. Geben Sie eine Herleitung der
Peirce’schen Formel (vergleiche Aufgabe 3 in §4):

F(@—>¥)—>D)—>d).

(5) Sei @ ein L(—,—>)-Ausdruck. Geben Sie eine Herleitung der folgenden
Formel:

F=((@=®)>—(0>0).
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§7. Der Vollstindigkeitssatz

Das Hauptresultat in diesem §7 ist der Beweis des Satzes ,wenn X |=® ,

dann % b ® “ Fiir jede Folgerung ¢ aus ¥ gibt es demmach im Aussagen-
kalkiil auch eine Herleitung. Der Aussagenkalkiil ist also reichhaltig genug,
um fiir jede Folgerung auch eine Herleitung zu erméglichen. Man sagt
daher auch, dafl der Aussagenkalkiill vollstéindig sei, und der Satz

Swenn X |=@ , dann ¥ - ® “ wird als ‘Vollstindigkeits-Satz’ bezeichnet. -
Im AnschluB daran beweisen wir einen Kompaktheits-Satz.

— ok — ko K

Das Prinzip ,,ex falso quodlibet” (aus dem Falschen folgt alles) fiihrt uns zu der
folgenden Definition.

Definition. Eine Menge T von £-Ausdriicken heiit widerspruchsvoll (oder
auch inkonsistent), wenn Z |- @ fiir jeden L-Ausdruck © gilt.

Eine Menge £ von L-Ausdriicken heiit widerspruchsfrei (oder auch
konsistent), wenn es wenigstens einen L-Ausdruck gibt, der aus Z nicht
herleitbar ist.

Das Wort ,,Konsistenz” kommt aus dem Lateinischen und ist aus cor (=mit,
zusammen) und sisttre (=stehen, bestehen, fest zusammenhalten) zusammen-
gesetzt. Das Wort ,Konsistenz® bedeutet demnach ,,Zusammenstellbarkeit®,
oder ,Fahigkeit, zusammen zu bestehen®, ,,Fihigkeit, miteinander in Harmonie
zu stehen®. Eine Menge X von £-Ausdriicken wird konsistent genannt, wenn
alle Sitze von X ,,miteinander bestehen® k6nnen, wenn es also nicht moglich ist,
auf der Grundlage von X zwei sich widersprechende Ausdriicke zu beweisen.

Im Folgendensel L=L(—,— ).

7.1 Lemma: Sei ® e £ und T L. Wenn T widersprubhsfrei ist, dann ist
auch mindestens eine der beiden Mengen, LU {®} oder TU{-D},
widerspruchsfrer.

Beweis. Angenommen, beide Mengen wiren widerspruchsvoll. Sei Qe £
beliebig. Dann ist X U {® }-©® und Z U {—~® } - O, Nach der Regel (R6) von
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der , Fallunterscheidung® und Definition 6.2 wire dann auch £ ©®. Da aber ©
beliebig war, hieBe das, daB jeder L-Ausdruck aus % herleitbar wire und £
wire widerspruchsvoll, im Gegensatz zur Annahme. O

7.2 Proposition. Fiir jede Menge ¥ von L-Ausdriicken sind dguivalent:
(i) X ist widerspruchsvoll;
(ii) esgibtein ©c £ mit O und L --0.

Beweis. (i) = (ii) ist banal, denn es gilt sogar £ - @ fiir alle £-Ausdriicke @ .

Umbkehrung: (ii) = (i): Sei ¥ beliebig. Wir miissen X ¥ beweisen. Nach
Voraussetzung gibt es ein O £ mit X - © und X - 0. Nach Regel (R2) des
Aussagen-Kalkiil (§6) (und Definition 6.2) gilt 2 (= 0) = (®@ = V). Zwei-
malige Anwendung des modus ponens liefert = Y. 0O

7.3 Lemma: Jede widerspruchsfreie Menge X von L-Ausdriicken kann zu
einer widerspruchsfreien Menge XT* erweitert werden, L* C L, so daf
zusdtzlich gilt:

(i) Fiir jeden L-Ausdruck © gilt entweder © € * oder (—@) e X*;

(i) Fiir jeden L-Ausdruck © gilt: @€ X* genau dann wenn X* - 0©.

Beweis. Nach Proposition 2.3 ist £ abzihlbar, also etwa £={¥4; 1<ne IN}.
Wir definieren durch Rekursion Mengen X, wie folgt. Setze X1 =%, Wenn X,
bereits definiert ist, dann sei

[ U (¥} falls T, U {¥,} widerspruchsfrei ist,
| =, W {—¥,} andernfalls.
Aus Lemma 7.1 folgt auf induktivem Wege, daf3 alle Mengen X, (fiir 1<n e IN)
widerspruchsfrei sind. Wir setzen:
¥ = |J{Z; 1<ne IN}.

Wiire Z* widerspruchsvoll, dann giibe es nach Proposition 7.2 einen .&Ausdrﬂck
O mit £ *-© und X *I — ©. Nach der Definition des Herleitbarkeits-Begriffes
(Def. 6.2) gibt es endliche Listen A; und Aj so, daB A{H® und Ay —-©

Wihle ke IN so, dal Ay ¢ ) und Ap c Xy Dann gilt nach Def 6.2 auch £y - &
und Xyx +— 0. Nach Proposition 7.2 wire Xy inkonsistent, ein WlderSPIuch'
Darmt haben wir gezelgt daB} £* doch widerspruchsfrei ist.
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Die Behauptung (i) ist nach Konstruktion und Proposition 2.3 klar. Fiir irgend-
einen £-Ausdruck ¥ koénnen aber nach Proposition 7.2 nicht sowohl ¥ als auch
-~ in Z* liegen, denn £* ist widerspruchsfrei.

Wir beweisen (ii): Wenn © € X*, dann ist Z*L© nach (R3) klar. Sei
umgekehrt £* - @ angenommen. Wenn dann @ ¢ Z* gelten sollte, dann hétten
wir nach (i) (= 0®) e X*, also Z*~—6 nach (R3). Dann wiire aber £* nach
Lemma 7.2 widerspruchsvoll. Aus * - @ muf also doch @ € £* folgen.

Wir konnen jetzt die Umkehrung des Korrektheitssatzes 6.3 zeigen:

SwennZ =® ,dann £ L,

Wie wir schon zu Beginn von §7 gesagt hatten, driickt dies die Vollstindigkeit
unseres Kalkiils aus; jede Folgerung @ aus ¥ kann auch aus ¥ hergeleitet
werden. Ein solcher Vollstéindigkeits-Satz wurde fiir den Fregeschen Aussagen-
Kalkiil zuerst von Paul Bernays 1918 in seiner Goéttinger Habilitations-Schrift
vorgelegt. Unabhéngig von Bernays hat auch Emil Post 1921 (Amer. ]. Math, 43
(1921), pp.163-185) die Vollstandigkeit des Fregeschen Aussagenkalkiils be-
wiesen. Weitere Beweise gaben etwas spiter auch L. Kalmar (Acta Sci. Math. 7
(1935), pp.222-243) und W. Quine (J.Symbolic Logic 3 (1938), pp.37-40). Fir
unseren Kalkiil 148t sich ein etwas kiirzerer Beweis geben.

7.4 Vollstandigkeitssatz: Sei £ eine beliebige Menge von L-Ausdriicken
und ®© ein beliebiger L-Ausdruck. Wenn X =@, dann gilt auch L - ®.

Beweis. Wir nehmen ¥ |=® an. Angenommen, @ wére nicht aus ¥ herleitbar.
Dann ist X definitionsgemiB widerspruchsfrei.

1. Behauptung: X { —®} ist widerspruchsfrei.

Andernfalls kénnte man aus ¥ U { - ®} alles herleiten, 1nsbesondere auch @,
also X U { =P} - ® . Nach Regel (R3) und 6.2 haben wirauch X { ®} D,
so daB nach der Regel (R6) £ - @ folgt, im Widerspruch zur Annahme.

Nach Lemma 7.3 gibt es eine maximale widerspruchsfreic Menge £* mit
ZU{-®P}cX*c Lund den dort angegebenen Eigenschaften (i) und (ii).
Damit definieren wir eine Abbildung F von £in {0,1} wie folgt: fiir @< £ sei

[ 1, falls@e =*,
Fo)=
| 0, andernfalls.
2. Behauptung: F ist eine Wahrheitswert-Zuordnung:

Nach Lemma 7.3(i) ist zunéchst klar, daf} fiir alle I'e Lstets F(—1") =1 -F({)
gilt. Wir zeigen, daBl auch F(¥ — ©)=Max{1-FW¥), F(©)} gilt. Dazu
miissen wir
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(v¥) (WeZ* & O¢gi*) o WH0O)eg X

zeigen. Zu ,,=“: Wir setzen Y e Z* & ©e X* voraus. Angenommen, es
wire (¥ — ©) € ¥*. Nach Regel (R3) hiitten wir Z* ¥ und Z* ¥ — ©.
Mit dem modus ponens ergibe sich Z#* - ©, also @ € Z* nach Lemma 7.3(ii)
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Zu =" Wir setzen jetzt (¥ — ©) g Z* voraus. Dann muBB ¥ € £* gelten, denn
andernfalls wire W ¢ Z*, also nach 7.3(1) (=¥ )e Z*, und daher X* ¥
nach (R3). Nach (R2) ist Z* (¥ ) —= (¥ — O®), also mit modus ponens
T*¥LY¥ >0, und daher (¥ - @) e X£* nach 7.3(ii), im Widerspruch zur
Voraussetzung. Das zeigt, daB also doch ¥ € Z* gelten mubf.

Es muB dann aber auch © ¢ £* gelten, denn sonst wire & € Z* | also nach
(R3): ¥ O. Wegen R1) Z*-0 > (¥ —> ©) wiirde der modus ponens
T* (¥ — 0) liefern, also (¥ — @) e =* nach 7.3(ii), im Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit ist (v¥) und auch die 2. Behauptung bewiesen.

Wegen U {-D}cx* gilt F) =1 fiir alle I'eX und F(~®)=1, also

F(®) = 0. Das widerspricht X |=® . Die Annahme der Nicht-Herleitbarkeit von
- @ aus X ist also zu verwerfen. O

7.5 Satz (Endlichkeits-Satz): Sei X eine Menge von L-Ausdriicken und
® e L beliebig. Wenn X =®, dann gibt es eine endliche Teilmenge A von =

mit A |=@.

Beweis. Wir nehmen X |=® an. Nach Satz 7.4 gilt dann £ - ® und das heif3t
nach Definition 6.2, daB es eine endliche Teilmenge A X gibt mit A H® .

Nach Satz 6.3 gilt dann aberauch A =®. 0O

Aus dem Vollstindigkeits-Satz ergibt sich auch noch sehr schnell die Aqui-
valenz der Begriffe ‘Erfiillbarkeit’ (siehe §5) und ‘Widerspruchsfreiheit’.
Dabei konnen wir sogar noch etwas mehr zeigen, némlich daB auch die Begriffe
der ‘Erfiillbarkeit’ und der ‘endlichen. Erfiillbarkeit’ dquivalent sind. Der
Begriff der ‘Widerspruchsfreiheit’ bezieht sich auf den Begriff der Herleitung
(Deduktion) und ist insofern ein syntaktischer Begriff. Die Begriffe der
‘Erfiillbarkeit’ und der ‘endlichen Erfiillbarkeit’ beziehen sich auf den
Folgerungs-Begriff und sind daher semantische Begriffe.
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Definition. Eine Menge von £-Ausdriicken heiit endlich-erfiillbar, wenn
jede endliche Teilmenge von erfiillbar ist.

7.6 Satz (Kompaktheits-Satz): Sei L eine beliebige Menge von L-
Ausdriicken. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) X ist widerspruchsfrei;
(i) X isterfiillbar;
(iii) X ist endlich-erfiillbar.

Beweis. Die Giiltigkeit der Implikation (i) = (ii) wurde im Beweis des Voll-
stindigkeits-Satzes gezeigt. Die Implikation (ii) = (iii) ist banal. Wir miissen
also nur noch die Implikation (iii) => (i) beweisen. Sei £ endlich-erfiillbar.
Wenn ¥ widerspruchsvoll wiire, dann gibe es nach Lemma 7.2 ein @€ £ mit
% I © und £ - —©. GemiB Definition 6.2 gibt es endliche Teilmengen A; c &

und Ay X mit A; -0 und Ay -—©. Nach dem Korrektheits-Satz 6.3 hiitten

wir dann auch Aj UA) E© sowie Ay Ay l=— 0. Diese endliche Menge
A U Ay kann offenbar nicht erfiillbar sein, ein Widerspruch! Also mu8 £ doch
widerspruchsfrei sein.

Satz 7.6 wird ‘Kompaktheitssatz’ E\Ienannt, weil er letztlich die Aussage macht,
daB der ,topologische Raum“ 2*° {(das ist der Raum aller Wahrheitswert-
Zuordnungen Fvon {Ap; 1<ne IN} in 2={0,1}) ein ,,kompakter” Raum ist
(dies kommt in der Aquivalenz (ii) & (iii) zum Ausdruck). Diese Tatsache kann
man natiirlich auch aus dem Tychonoffschen Produktsatz ableiten, denn oIN

das Produkt von abzihlbar-unendlich vielen Kopien des endlichen, dlskreten
(also auch kompakten) Raumes 2 ={0,1}. Nach dem Tychonoffschen Produkt—
Satz ist sogar fiir jede beliebige nicht-leere Menge I der Produkt-Raum 2!

kompakt. Dies zeigt, daB der Kompaktheits-Satz 7.6 auch fiir Sprachen gilt, die
ausgehend von beliebigen Mengen {Aj; i€ I} von atomaren Ausdriicken Aj
gebildet werden.
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Epilog

Wit haben den Aussagen-Kalkiil als Konkretisierung des Folgerungs-Begriffes

eingefiihrt. Insofern findet er seinen Platz in der traditionellen Junktoren-Logik.
Diese traditionelle Logik geht vom umgangssprachlichen Verstdndnis der Junk-
toren aus, deren Bedeutungen zur Vermeidung von Milverstiindnissen prizisiert
werden (siehe §1). Ausgehend vom Begriff der Giiltigkeit (oder Wahrheit) einer
Aussage werden die logisch-allgemeingiiltigen Aussagen eingefiihrt. Wir haben
diese traditionelle Aussagenlogik in den §§ 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 7 entwickelt.

De Aussagenkalkiil erméglicht aber auch einen alternativen Zugang

zur Junktoren-Logik. Man beginnt diesen Aufbau, indem man zunéchst wie in
§2 die formale Sprache £ der Aussagenlogik entwirft. In dieser Sprache treten
dann die Junktoren —, —, A, Vv, ... als undefinierte Zeichen (!) auf (und nicht
wie in der traditionellen Logik als Symbole!), die eine vorgegebene Bedeutung
tragen). Im Anschlufl daran stellt man den Aussagen-Kalkiil auf. Dieser Kalkiil
regelt den Gebrauch bestimmter Zeichenreihen (Sequenzen von Ausdriicken).
Dadurch werden die logischen Zeichen —, —, A, Vv, ... aber implizit definiert.
Daf} beispielsweise der Pfeil ‘—° die »Bedeutung« der (philonischen)
Implikation hat, ergibt sich aus der Gesamtheit aller Regeln des Kalkiils (siehe
dazu §4, Aufgaben (8) und (9), und §6, Aufgabe (5)) zusammen mit der
Entscheidung, daB die beiden Axiome aus den Regeln (R1) und (R2) ,,wahre“
Aussagen (also Tautologien) sein sollen?). Die »Bedeutungen« der Zeichen
ergeben sich also durch ihren Gebrauch geméf der Regeln des Kalkiils. Dieser
alternative Zugang folgt der (modernen) axiomatischen Methode, so wie sie sich
um 1900 herum in der Hilbert-Schule entwickelt hat.

Um den Unterschied recht deutlich zu machen, sei betont, daB in der tradi-
tionellen Junktoren-Logik die Junktoren explizit eingefiihrt werden, indem
man ihre »Bedeutung« ans der Umgangssprache iibernimmt (eventuell prazisiert

1} Das griechische Wort ‘Symbolon’ (cOuPolov, lat. ‘symbolum’) ist aus den
Woértern ‘syn’ (=zusammen) und ‘béllein’ (PaAilevv= werfen) zusammen-
gesetzt. Ein ‘Symbol’ ist demnach ein ‘Zusammengefiigtes’, d.h. ein Zeichen,
dem eine bestimmte Bedeutung beigelegt ist.

2) Wenn man die Entscheidung fillt, daR die beiden Ausdriicke rechts vom
Urteilsstrich in (R1) und (R2) ,,Kontradiktionen® darstellen sollen, dann erweist
sich der Kalkiil als ein Rejektions-Kalkiil und die beiden Junktoren, von denen
im Kalkiil die Rede ist, haben die Bedeutung der ,Negation“ und der
~Priasektion” (sieche dazu auch §1, Aufgabe (6)). In der Tat sind
P—<¥—~<®P) und ¥\—~<M¥—<P)

Kontradiktionen. Der modus ponens hat hier die Interpretation: ,,wenn ® —< ¥
zu verwerfen ist und auch @ zu verwerfen ist, dann ist auch ¥ zu verwerfen®.
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unter Verwendung von Wahrheitstafeln oder von Wahrheitswert-Polynomen). In
der traditionellen Logik geht man also vom vorgegebenen Inhalt der Junktoren
aus, wihrend man in der durch Kalkiile begriindeten Logik ohne derartige
Voraussetzungen auskommt.

DaB beide Zuginge, der traditionelle und der moderne axiomatische Zugang, zu
derselben Klasse von logisch-allgemeingiiltigen Ausdriicken

{®; ® ist Tautologie} = {®; |- P}

und zu demselben Beweis-Begriff (Folgerungsbegriff, bzw. Deduktions-Begriff)
fithren, zeigt der Vollsténdigkeits-Satz.

— %k ——

Ubungsaufgaben zu §7

(1) Sei X eine Menge von L-Ausdriicken. Zeigen Sie, daff Z genau dann wider-
spruchsvoll ist, wenn es einen L-Ausdruck @ gibt so, da L |- — (@ — ©).

(2) Seien T und A Mengen von L-Ausdriicken. Zeigen Sie, daff £ U A genau
dann widerspruchsvoll ist, wenn es einen L-Ausdruck ® gibt so, daf} A - @
und L+ —@.

Definitidn. Eine Menge X von £-Ausdriicken heiB}t unabhdngig, wenn es kein
YeXgibtso, daB Z - {¥} Y.

Definition. Zwei Mengen ¥ und I" von £-Ausdriicken heiflen logisch dquivalent,
wenn {Ye L; 2V} ={¥Yes; T EY}

(3) Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Eine Menge I" von £-Ausdriicken ist genau dann unabhiingig, wenn jede
endliche Teilmenge von I' unabhéingig ist.

(ii) Zu jeder endlichen Menge I" von £-Ausdriicken gibt es eine logisch-
dquivalente unabhéngige Teilmenge EcT".

(iii) Es gibt eine abzi#hlbare Menge von Ausdriicken, die keine logisch
dquivalente unabhingige Teilmenge hat.

(iv) Zu jeder abzihlbaren Menge I von .L-Ausdriicken gibt es eine logisch-

aquivalente unabhingige Menge = (Beachte, = muf} keine Teilmenge von I
sein!).
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Definition. Sei M eine nicht-leere Menge und R ¢ M x M. Wir nennen R eine
strikte partielle Ordnung auf M, wenn

(1) fiir kein ae M, (a,a) € R gilt,

(ii) fiir alle a,b,ce M mit {(a,b) € R und (b,c} € R stets auch (a,c) € R gilt, und
(iii) fiir alle a,b € M, wenn {a,b) € R, dann (b,a) ¢ R.

(4) Zeigen Sie unter Verwendung des Kompaktheits-Satzes 7.6, dal jede
partielle Ordnung auf einer abzihlbaren Menge stets zu einer linearen Ordnung
auf dieser Menge erweitert werden kann.

Tip: Betrachten Sie die (abzidhlbare) junktoren-logische Sprache L, deren
atomare Aussagen-Symbole A<a,b) sind fiir a,b € M. Zeigen Sie, daf die

folgende Menge endlich-erfiillbar ist:
{Af,b)s {a,b)e R} u {—Ag,a):ae MU {Aa,b) — = Agp, g abe M} U

U {Af,b) AA(b,c) ALy b ce MPU{AL VA o abe M.

Beweisen Sie dazu auf direktem Wege, daB jede partielle Ordnung auf einer
endlichen Menge stets zu einer linearen Ordnung auf dieser Menge erweitert
werden kann. - Vergl. §15, Aufgabe 6.

(5) Zeigen Sie unter Verwendung des Kompaktheits-Satzes 7.6, daB jede
abzihibare torsionsfreie abelsche Gruppe eine mit der Addition vertriigliche
lineare Ordnung < besitzt (d.h. fiir alle a,b,ce G gilt: wenn a2 < b, dann auch
a+cs<b+oc).

Tip: Benutzen Sie die Tatsache, daB endlich-erzeugte torsionsfreie abelsche
Gruppen {(G,+) stets isomorph zur direkten Summe von endlich vielen Kopien
der additiven Gruppe aller ganzen Zahlen ist.
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